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Cuvant introductiv

Lucrarea de fata consta din prelegerile tinute studentilor de la specializarea
INFORMATICA a Facultatii de Matematicd si Informatica a Universitatii
din Bucuresti incepand cu anul universitar 1997/1998, in cadrul unui curs
optional, care se organizeaza anual sau semestrial numai in functie de so-
licitarile studentilor.

Continutul lucrarii este orientat pe modelarea proceselor legate de re-
alizarea produselor soft, precum si de evaluarea calititii acestora. Se are in
vedere in mod special evaluarea performantelor in exploatare a produselor
soft, adica fiabilitatea, disponibilitatea si mentenabilitatea acestora. Se dis-
cuta si aspecte economice legate de minimizarea costuriulor de productie sau
eforturilor realizatorilor de soft dar gi de minimizarea costurilor de achizitie
facute de catre utilizatorii de soft.

Modelele prezentate au un pronuntat caracter matematic-aplicativ. Pro-
ducatorii sau managerii firmelor de software pot gisi aici multe idei prin care
igi pot organiza in mod eficient activitatea astfel incat si asigure o calitate
corespunzatoare produselor soft.

Primul capitol trateaza pe scurt notiuni generale ale teoriei stochastice a
fiabilitatii sistemelor. Aici sunt prezentate repartitiile statistice utilizate in
fiabilitate si procesele stochastice cu care se modeleaza fiabilitatea sistemelor
(procesele Markov, procesele de nagtere si deces si procesele Poisson).

Capitolul al doilea se ocupa de cateva modele markoviene ale fiabilitatii
sistemelor software printre care cele mai reprezentative sunt: modelul Jelinski-
Moranda, modelele cu intensitatea caderilor in forma de ”S” ,modelul lui
Shick-Wolverton, modelul Ini Shantikumar si cateva modele cenzurate.

Capitolul al treilea discuta cateva modele de fiabilitatea programelor
bazate pe procese Poisson ncomogene (PPNO). Printre acestea se remarca
modelul lui Goel-Okumoto si modelul lui Musa pentru timp operational.

Modelele analizate in capitolele doi si trei isi propun sa estimeze diferiti
parametri statistici sau caracteristici de fiabilitate cum sunt: numarul initial
de erori din soft Ny, functia de fiabilitate conditionata, timpul mediu cumulat
dintre caderi, etc.

In capitolul al patrulea se prezinta modele legate de optimizarea fia-
bilitatii, a costurilor si a activitatilor de realizare sau achizitionare a pro-
duselor software. Sunt prezentate si citeva modele euristice, care pot avea
aplicatii de interes practic.
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Intrucat in anumite situatii pot exista informatii apriori asupra unor
parametri sau caracteristici de fiabilitate, in capitolul al cincilea se prezinta
versiuni bayesiene ale modelului Jelinski-Moranda, sau a altor modele.

Capitolul al saselea si ultimul, prezinta cateva modele statice. Printre
acestea se evidentiaza modelele de tip ”captura-recaptura” (care sunt inspi-
rate de aplicatii din biologie). O buna parte a acestui capitol se ocupa de
metricile de complexitate ale produselor soft, in legatura cu care se pot estima
o serie de caracteristici de fiabilitate sau calitate a softului. Unele din mod-
elele de aici pot fi aplicate in multe activititi manageriale ale companiilor de
software. De aceea capitolul al saselea trebuie citit impreuna cu capitolul al
patrulea, mai ales de catre cititorii interesati de aplicatii. Cititorii interesati
exclusiv de aplicatii pot omite citirea sectiunii 6.4.

Trebuie mentionat faptul ci existi o foarte bogatd literaturd privind
tematica acestei lucrari. Bibliografia atagatd constd numai dintr-o parte a
lucrarilor pe care autorul le-a consultat si care pot fi gdsite cu usurinta in
biblioteci.

Intentia autorului este de a continua dezvoltarea materialului prezentat
aici intr-o editie urmitoare. Pand atunci, lucrarea de fata constituie un
material suficient pentru suportul cursului optional oferit studentilor anului
al patrulea al sectiei de informatica.

Autorul
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Notiuni introductive de teoria fiabilitatii

1 Notiuni introductive de teoria fiabilitatii

1.1 Erori si caderi in functionarea sistemelor

In limbajul cotidian cuvantul fiabilitate a unui sistem este sinonim cu siguranfa
in functionare a acelui sistem. Fiabilitatea desemneaza deci unul sau mai

multi indicatori de calitate care descriu buna funtionare a unui sistem [2,

3, 4, 6, 12, 15, 27]. (Sistemul poate fi o magind automata, un computer, o

intreprindere, o vietuitoare, sau chiar un program calculator). Nefunctionarea
unui sistem poate fi determinata de mai multe cauze care pot fi aleatoare sau

nu; chiar daca cauzele nu sunt intotdeauna aleatoare, ele se pot insa manifesta
in mod aleator determinand ca sistemul sa nu isi produca scopul sau adicd sa
nu functioneze normal. De cele mai multe ori cand sistemul nu functioneaza
normal spunem ci el are o cddere, iar aga cum am vazut, apartia caderii este
aleatoare.

La un program, de exemplu [1, 2, 16, 22, 25, 35|, caderea poate fi deter-
minata fie de existenta unei erori, fie de neindeplinirea de citre utilizator a
conditiilor cerute de executia sau exploatarea programului.

Un produs software parcurge de reguld un ciclu de viata constand din
urmatoarele etape: definirea cerintelor sau specificatiilor, proiectarea, progra-
marea, testarea st operarea/intrefinerea. Datorita complexitatii foarte mari a
produselor software (un program de acest tip poate avea sute de mii sau chiar
milioane de linii de text sursa!), la testare nu este posibil sa se descopere toate
erorile. Dacd considerdm un program ca fiind reprezentat de o schema logica,
(vezi Fig.1.1), adicd de un graf orientat [10, 13, 18], in care nodurile sunt
instructiunile (blocuri functionale si blocuri predicative). siagetile indica suc-
cesiunea de executie a blocurilor. iar doua noduri sunt privilegiate (blocurile
de START si STOP). atunci este simplu de inteles ca executia unui program
inseamna parcurgerea unui drum in graf de la START la STOP. Un program
complex poate avea multe blocuri predicative ( i.e. conditii sau ramificatii) si
deci multe astfel de drumuri. In faza de testare nu este posibil sa se parcurga
toate drumurile pe care s-ar putea gasi erori; ficcare testare va corespunde
unui astfel de drum. ”Drumurile” netestate pot contine deci erori. Dupa
ce programul este dat in functiune, un utilizator oarecare, folosind date de
intrare aleatoare, neexplorate in faza de testare, poate descoperi intamplator
erori. In cazul intrunirii conditiilor aparitiei unei astfel de erori, programul,
fie se intrterupe, fie nu da rezultate corecte; spunem ca are loc o cddere a
programului, care se manifesta deci in mod aleator.
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6 cap.l

\ | /
Legenda

\ I / |::| = bloc functional
\ l / V = bloc predicativ

0 I = bloc de intrare

O = bloc de iegire
STOP

Fig.1.1 O Schema Logica (reprezentand un program)

v; = numarul de alternative ale blocului predicativ 7, 1 <1 < n:
n = numarul de blocuri predicative :

n
N. = numarul de cai de testare = H Ui

i=1
N =2" daca v; = 2.

Caderea apare astfel numai ca efect al aparitiei uneia sau mai multor erori
pe o cale de testare.

Durata X de functionare fara caderi este deci o variabild aleatoare (2, 3,
4, 6, 12, 16, 23, 25,35]; vom nota cu F functia de repartitie a lui X, adica
F(t) = P(X < t).

Fiabilitatea unui program sau a unui sistem este probabilitatea ca acel

program sau sistem sa functioneze fara caderi, in anumite conditii de operare,
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Notiuni introductive de teoria fiabilitati

pe un anumit interval de timp de lungime {. Fiabilitatea se noteza R({) sau
F(t) =1 — F(t) si se mai numeste probabilitate de supravietuire.

Multe sisteme create de om (sau numai componente ale sistemelor), pot
cidea dupda anumite perioade de timp de functionare, dupa care are loc
intretinerea sau repararea lor (mentenanta), care de asemenea se realizeaza
in anumite perioade de timp, sistemul intrand din nou intr-o perioada de
functionare si a.m.d. Un astfel de sistem se numeste reparabil [2]. Un pro-
dus software (sau un sistem de productie-fabricd) este, desigur, un sistem
reparabil.

La sistemele reparabile, fiabilitatea variaza cu vdrsta sistemului. Astfel
dac3 sistemul a fost operat o perioada de timp de lungime 2o, atunci o carac-
teristici interesantd este Ry, (t) = R(t|to) care este probabilitatea ca sistemul
sa functioneze fira cideri pe intervalul [to,], conditionat de faptul cé el a
functionat si pe intervalul [0, o], sau a fost reparat la momentul . Functia
R(t|to) este functia de fiabilitate conditionata de supravietuirea momentului
to (sau functia de fiabilitate conditionatd de faptul cd sistemul a fost revizuit
sau reparat gi repus in functiune la momentul t,).

1.2 Masuri de fiabilitate si notiuni conexe

Una din notiunile importante in studiul fiabilitatii programelor si sistemelor
in general, este functia fiabilitate [3, 4, 6, 12, 23, 35] (sau functia de supravietuire)
definitd mai sus.

Definitia 1.1 Fie X (X > 0) o variabild aleatoare pozitivd (duratd de
viald), F(x) = P(X < ) - funclia sa de repartifie si f(z) = F'(x) - densi-
tatea sa de repartifie (presupundnd ca derivata existd). Atunci funciia

F(r)#0. r(0)=0. (1.1)

se numeste rata caderilor [3, 4, 6, 8, 35] sau rata de hazard (cand nu este
vorba de fiabilitate).

Daca functia rata de hazard r(z) este crescatoare in z, atunci repartitia
de probabilitate a lui X se numeste [3, 4] IFR (Increasing Failure Rate), iar
daca r(z) este descrescatoare atunci repartitia de probabilitate se numeste

DFR (Decreasing Failure Rate).

Propozitia 1.1. Intre funciia fiabilitate si funciia ratd de hazard ezistd
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



8 cap.1

relatia [3, /]

F(z)=e¢ M@ H(z) = /OI r(u)du (1.2)

fundia H(z) fiind rata cumulatd de hazard.
Demonstratie. Din (1.1) rezultd ca

~F(z))
r(z) = ——( ( ))

F(z)

iar prin integrarea ultimei relatii obtinem relatia (1.2).
Propozifia 1.2. Functia ratd de hazard satisface proprietatea

P({t < X <t+ At}|{X > t}) = r(t)At. (1.3)
Demonstratie. Sa consideram evenimentele
A={t<X<t+At}, B={X>t}, ACB.

Atunci primul membru din (1.3) este P(A|B), in care, utilizind formula lui

Lagrange obtinem

P(ANB) _ P{t < X <t+At}) (DAL
P(B) P({X >1})

P(A|B) =

Ultima egalitate demonstreaza propozitia.

Aceasta propozitie dd o interpretare interesanta ratei de hazard: daca
sistemul a supravietuit momentului ¢. atunci, pericolul ca el sa cada in
intervalul mic de timp [t,t + Af] este proportionald cu rata de hazard r(t).

Prin cuvantul duratd de via{d putem intelege orice variabila pozitiva. deci
care are proprietatea P(0—0) = 0. O asemeneca variabila aleatoare poate fi si
durata de imbdtranire sau de via{d sau durata unei boli crenice pana la vin-
decare, precum si durata de activitalc neintreruplda a unut salarial in aceeast
institufie. Dacd durata de viata se refera la fiinte vii sau la functionarea unui
aparat sau a unui produs industrial, atunci se poate utiliza pentru modelarea
fenomenului respectiv o repartitie de tip IFR; dimpotriva, in cazul cand X
este durata neintrerupta de activitate a unui salariat in aceeasi unitate, atunci
se foloseste pentru modelare o repartitie DFR.

Revenind la interpretarea mentionata mai sus, relatia (1.3) spune de fapt
ca r(t), in cazul fiabilitatii, reprezinta rata periculozitdtii [2, 6, 25] de cadere,
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Notiuni introductive de teoria fiabilitatii 9

a aparatului, sistemului sau a programului. (In cazul duratei de viata bio-
logice sau in demografie r(t) este pericolul de mortalitate sau for{a de mor-
talitate). Acest pericol creste in cazul repartitiilor IFR i descreste in cazul
repartitiilor DFR. Pentru fiabilitatea programelor este natural sa presupunem
ca repartitia duratei in functionare pana la cadere este de tip DFR, intrucat
pe parcursul utilizarii programului erorile sunt detectate si eliminate gi deci
pericolul aparitiei unor noi caderi scade.

In fiabilitatea programelor vor interveni si alte caracteristici de fiabilitate.
In orice program dat in exploatare de catre un producator de software, exista
un numdr intfial Ny de erori. Fiecare eroare se va gasi pe o cale de testare,
adicd pe un drum de la START la STOP al schemei logice. Un produs
software real, care are n blocuri predicative va avea un numar exponential
de cai de testare (vezi Fig.1.1) . De aceea programele sunt supuse unor
operatii de testare prin care se urmareste detectarea unor erori ( sa spunem
n) care se inliturd. Din datele de test, producitorul de soft este interesat
sa determine (s3 estimeze) pe Ny calculand apoi pe aceastd bazi ce efort
mai este necesar pentru a inlatura pe cele Ny — n erori ramase, sau macar o
fractiune din acestea.

1.3 Repartitii statistice utilizate in fiabilitate

1.3.1 Repartitii continue
Presupunem ca durata in functionare pana la cddere are densitate de
repartitie. In acest caz se spune ca repartitia de probabilitate este continud.
Vom prezenta cele mai importante repartitii continue care pot interveni in
fiabilitate.

1. Repartifia exponeniiald [3. 6. 23.35] (sau exponeniiald negativd), de
parametri o si A (notata Exp(a.A), cu a,A parametri reali pozitivi) are
densitatea

flz) = A o) (@) (1.4)

unde [, o)() este functia indicator. Graficul lui f(z) are forma de J
(litera mare) scris invers si el este situat la dreapta axei z = a. De aceea
parametrul a se numeste parametru de locajie (valorile variabilei exponentiale
X corespunzatoare se localizeazd la dreapra lui z = o). Parametrul A este
parametrul de scald (prin modificarea lui putem schimba scala de valori ale
variabilei X).
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10 cap.1

Variabila Ezp(0, 1) se numeste variabila ezponeniiald standard. Notand
aceasta variabild cu Z, avem X = a + AZ. Cea mai utilizata este variabila

Exp(0,)A) (sd o notdm cu Y), pentru care functia de repartitie i functia
fiabilitate sunt respectiv

F(z)= (1 — e ™) om)(z), F(z)=e"z>0. (1.4")

Rata caderilor este A = const. adicd repartitia exponentiald este si IFR si
DFR, sau mai precis este la limita dintre clasele IFR si DFR. Media variabilei
Y este E(Y) = u = 1/), iar media variabilei X este E(X) =a+ 1/

Repartitia exponentiald poate fi utilizatd in fiabilitate atat ca repartitie
a duratei in functionare, cat si ca repartitie a duratei de reparatie.

2. Repartitia Weibull(a, ), v) [6, 12, 23], cu o, \,u parametri reali si
pozitivi, are densitatea

vV [T —Q

f(z) = by ( 3 )u—l e(z_Ta)vI(a’oo)(x). (1.5)

Cand v > 1, graficul lui f(z) are forma de clopot nesimetric cu varful situat la
dreapta axei z = a iar cdnd 0 < v < 1 are forma literei J (litera mare) scrisa
invers. De aceea parametrul v se numegte parametru de formd. Parametrul A
se numeste parametru de scald (adicd modificaAndu-1 putem modifica scala de
valori ale variabilei X =timp de func{ionare), iar parametrul a se numeste
parametru de locafie (adica valorile semnificative ale lui X, ca si graficul
densitatii sale, se situeaza la dreapta lui z = a).
IF'unctia de repartitie si functia fiabilitate Weibull sunt respectiv

0, z<a — 1 r < a
F r)= ? (I—a v ]‘1 2 = ’ I—aw . l-),
(z) {1—6_(«\). r> a. (x) e r>a (1.5)
Rata caderilor este in acest caz
v (r—a\’1 .
)= ¥ 250 (1.5)
(7) /\( A ) ’

adica repartitia Weibull este de tip DFR dacd 0 < v <1 si de tip IFR daca
v > 1. In cazul v = 1 repartitia Weibull se reduce la repartitia exponentiala.

Repartitia Weibull(0,1,v) se numeste repartitia Weibull standard. Sa
notam cu Z variabila aleatoare Weibull standard. Se aratad cu usurinta ca

valoarea medie a lui Z este
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Notiuni introductive de teoria fiabilitati 11

si deoarece X = a + ZA rezulta ca

1.1
= A=T(=).
E(X) = a4 A2T(3)
In formulele de mai sus cu I' se noteaza functia gamma definita de relatia

I'(p) = /x”'le_’d:z:
0

si ea satisface proprietatile

F(Ef) = _/va'le“‘”d:c, a>0, [(k+1)=kl(k), keN.
0

Repartitia Weibull poate fi utilizatd in fiabilitate atat ca repartitie a du-
ratel in functionare, cat mai ales ca repartitie a duratei de imbdtranire.

3. Repartitia Gamma(a, A,v) [3, 6, 12, 35] cu a, A, v parametri reali pozi-
tivi avand aceeasi semnificatie ca gi in cazul repartitiei Weibull, are densitatea
de repartitie

Au

Notand cu X aceasta variabila aleatoare si cu Y variabila standard Gamma(0, 1, v)
se arata cu usurinta ca I(Y) = v, de unde E(X) = a + v/

Rata caderilor repartitiei Gamma este dificil de calculat. iar o analiza
detailata aratd cd ea are intervale pe care este crescatoare si intervale pe care

(z — )" e 2=, (). (1.6)

este descrescaroare.
Repartitia Gamma este utilizata atat ca repartitie a duratelor de functionare
cat g1 ca repartitie a duratelor de reparatie.

4. Repartitia Lomar(0,a) [12, 31] are densitatea de repartitie de forma

af
f(.’L‘) = W[(o,m)(l), a,9 > 0. (17)

Se arata ca dacad X este Fzp(0,n)) cu n aleator, repartizat Gamma(0, b, a)
atunci X are de fapt repartitia Lomaz(0,a) cu 6 = A\/b.
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12 cap.l

Functia de repartitie si functia de fiabilitate sunt respectiv

1 = 1

T 0162 F(z) = ——5—, z>0. (1.7

Fla)=1 (14 6z)’

Rata caderilor este "
a
T(.’E) = H__owl(o’oo)(l')

deci repartitia Lomaz(0,a) este DFR. Valoarea medie a variabilei X este
E(X)=1/(6(a —1)).
Repartitia Lomaz(0, a) caracterizeazi durata in functionare a unui echipa-

ment care este operat in condifii de mediu ce nu coincid (intotdeauna) cu
conditiile de mediu pentru care a fost proiectat echipamentul.

5. Repartitia valorii extreme (Gumbel())) [3, 10] are densitatea de repartitie

1 _
flz) = Xewp{—e——,\— + x} L(0,00)(z)A > 0, (1.8)
iar rata caderilor este .
rir) = % (1.8)

deci aceasta repartitie este de tip IFR. Repartitia Gumbel()) este specificd
timpului de functionare al unui sistem ce se deterioreaza repede in timp.

6. Repartitia normald N(u,0) [2, 3, 12, 34] are densitatea

| .y
Flz) = e %, reR (1.9)
o\/(27)

unde y € R,0 € R* sunt parametri dati. Graficul lui f are forma unui clopot
simetric fata de axa x = p care are punctele de inflexiune z, = py—o, 12 = p+
0. Dacd notdam cu X variabila N(u, o), se arata ca E(X) = u, Var(X) = o2
Repartitia N(u, o) poate fi utilizata ca repartitic a timpului de functionare
numai daca p > 0,4 >> 3.0, deoarece in acest caz P(X < 0) = 0.

Daca notam cu Z variabila aleatoare N (0, 1) atunci functia sa de repartitie

este
x

(z) = —m /e-%iu. (1.9)

Ve 2,
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Notiuni introductive de teoria fiabilitatii 13

De aici se deduce ca P(X < z) = ®((z — p)/0o), care are deci o forma
complicatd dar care se poate calcula cu usurintd numeric, folosind formule
clasice de cuadratura pentru funcfia lui Laplace

1 [
= e 2du,z >0 (1.9”)
) \/EQﬂ') 0/

gi tinand seama de relatia
®(z) = 0.5+ sgn(z)L(|z]),z € R.

Rata cdderilor in acest caz are o formd ce nu se poate explicita ugor si se
poate calcula tot numeric.

7. Repartitia lognormald LN (u,0) [12, 34], este repartitia unei variabile
X > 0 pentru care Y = In(X) are repartitie normald N(u, o). Deci aceasta
repartitie este legati de cea normala pentru care este cunoscuta semnificatia
parametrilor. Dacd notdim cu m = E(X),s? = Var(X), atunci se poate
deduce urmatoarea relatie intre parametri p, o si m, s

=1 L |5 41 2 S 41 (1.10)
u—n(m)—§n ;5%- , a—n[ﬁ+]. ;
Functiile de repartitie, de fiabilitate gi ratd a cdderilor se deduc in acest caz
din cele ale repartitiei normale, ele avand o forma complicata, dar pot fi cu
ugurinta calculate numeric.

Repartitia lognormald este mai degraba utilizata in fiabilitate decat repartitia
normala. Ea este specifica duratei de reparatie dar poate fi utilizata si pentru
duratele in functionare.

1.3.2 Repartitii discrete

Desi se utilizeaza mai putin ca durate de functionare sau reparatie, vom
prezenta aici cateva repartitii discrete specifice teoriei fiabilitatii.

Repartitiile discrete sunt utilizate cu precadere pentru a caracteriza numarul
aleator de cdderi N({) ce se produc pe un interval de timp fixat [0,1] [3, 25,
34, 35], (de obicei t = 1 si se foloseste notatia v = N(1)). Daca este vorba de
durate, se presupune cd acestea se masoara in marimi discrete 3], adica du-
rata X =0,1,2,....n,... iar functia de frecventa este f(i) = P(X =1) = p;.
Functia de repartitie si functia fiabilitate, in cazul discret, sunt respectiv

Fe)=P(X <z)= Y f(i), F(x)=Y f(5). (1.11)

1<z 1,1
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14 cap.l

Daca variabila discreta X este durata de functionare sau durata de reparatie
atunci functia rata caderilor este de forma

/()
x fG)

532z

r{1) = 1 =0,1,2,..5,.. (L.11")

Vom prezenta pe scurt cateva repartitii discrete utilizate in fiabilitate,
restrangand expunerea numai la functia de frecventa si eventual la precizarea
valorii medii gi a dispersiei.

8. Repartitia geometricd Geom(p),0 < p < 1, [3, 12, 34, 35] are functia
de frecventa

P(X=i)=f(i)=p¢', q=1—p, i=0,1,2,...,n,... (1.12)

Momentele de primele doua ordine sunt

1
mi=EX)=2 my= "(—jq) (1.12)
p p
de unde rezulta
Var(X) =my —m? = —P% (1.127)

(Pentru calculul acestor momente a se vedea tehnica folosita mai jos pen-
tru repartitia binomiald cu exponent negativ, bazata pe utilizarea functiei
generatoare a momentelor).

9. Repartifia binomiald cu exponent negativ [12.34] sau repartifia Pascal(k.

(k€ N.0 < p< 1), are functia de frecventa
P(X =1)= fla)= W,’\+Z P =012 0., g=1-p. (1.13)

Pentru a afla momentele acestei repartitii folosim funcfia generatoare a mo-
menlelor definita astfel

mx(i) = = i ,t<0

J=0

care 1n cazul nostru este

k
Jt — J — p
Z HRYC A ZCHJ Pr(ge') = ;| -
jard 1—gqe
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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Notiuni introductive de teoria fiabilitati 15

Momentul de ordinul "r” este dat de relatia
m, = (mx (1)) |i=o

unde cu f() se noteazi derivata de ordinul r a lui f. In cazul nostru avem

, k kqp + k(k + 1)¢* ,

my = (mx(t))|i=0 = ?q, my = (mx(t))? = /i 1(12 )q (1.13")
de unde rezulta

= E(X) = %, Var(X) =my —m} = ? (1.13”)

In ceea ce privegte utilizarea functiei generatoare a momentelor, aceasta
este o alternativa la utilizarea functiei caracteristice definita astfel

¢(t) = E(e"), Vi € R,

care este o functie de variabild complexa, pe cand functia generatoare este
o functie de variabild reald. Functia caracteristicd existd intotdeauna (adica
pentru orice ¢, pe cand functia generatoare exista numai pentru ¢ < 0. Pentru
ca momentele unei variabile aleatoare X sa existe, trebuie ca cele doua functii
sa fie derivabile in origine.

10. Repartitia binomiald Binom(n,p),n € N*,0 < p < 1 [6, 12,34] are
functia de frecventa

fQ)=P(X=1i)=Clp¢g"".i=0.1.2,..n, qg=1—p. (1.14)

[Functia generatoare a momentelor este
mx(t) = Zp’q’ ‘e = (q+ pe')" (1.14")
de unde rezultd ca

my = E(X) =np, my= E(X?)=n(n-1)p*+np,

Var(X) = my — m? = npq. (1.1")
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16 cap.1

Repartitia binomiald se foloseste ca repartitie a numarului de caderi (de
erori detectate) pe un anume interval de timp, in care se executa n rulari ale
programului.

Observatie. Repartitiile prezentate la pct. 8-10 de mai sus, sunt toate
inrudite, ele derivand din ezperienie cu probe Bernoulli [28]. O proba Bernoulli
este un experiment ce se face asupra unui eveniment A a carui probabilitate
p = P(A) = const. Acest eveniment in cazul nostru este o rulare a unui pro-
gram care se poate termina cu un succes, cand programul se executd pana la
capit, sau cu un egec, cand programul se intrerupe (ca urmare a aparitiei unei
erori in program pe parcursul executiei). S& asociem unei probe Bernoulli o
variabild aleatoare Z, numita variabild Bernoulli care ia doud valori: Z =0
daca proba Bernoulli conduce la un egec (adica evenimentul A nu se pro-
duce, deci programul se intrerupe), sau Z = 1 in caz contrar, cand proba
Bernoulli conduce la un succes, (adica evenimentul A se produce, progra-
mul executandu-se pand la capit). Rezultd cd p este probabilitatea ca proba
Bernoulli sa produca un succes.

Cu aceste notatii se poate arata ugor ca:

e Variabila aleatoare discreta X care reprezintd numdrul de succese pana
la producerea unui egec intr-un sir de probe Bernoulli independente, este o
variabild geometricd, Geom(p) [34].

e Variabila aleatoare discreta X care reprezintd numadrul de succese pand
la producerea a k esecuri intr-un sir de probe Bernoulli independente, este o
variabila Pascal(k,p) [34].

Variabilele geometrica si Pascal iau valori in N'F.

e Variabila aleatoare X care reprezinta numdrul de esecuri in n probe
Bernoulli independente este o variabila binomiala Binom(n, p) [34]. asa cum
am mentionat §i mai sus.

Deci variabilele de la pct. 8-10 sunt sume de variabile Bernoulli Z;.1 =
1.2, ... independente si identic repartizate. Folosind aceasta observatie se
pot deduce in alt fel valorile medii si dispersiile pentru cele trei repartitii de
probabilitate.

11. Repartifia Poisson()\), X > 0. 3, 12, 25, 34] are functia de frecventa
fi)=P(X =i)==e, i=0,1,...,n,.. (1.15)
Se observa cu usurinta ca functia generatoare este

mx(t) = E(eX) = -V (1.15")
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Notiuni introductive de teoria fiabilitatii 17

de unde rezulta
my = (mx(1)) =0 =2, ma=AXA+1), Var(X)=A\ (1.157)

Repartitia Poisson()) este repartitia evenimentelor rare [34] in urmatorul
sens: numdrul de evenimente rare, inependente, de probabilitati constante gt
egale, ce se produc pe un interval de timp constant (de er. egal cu 1), are
o repartifie Poisson()). Parametrul pozitiv X reprezintd numdrul mediu de
evenimente rare ce se produc pe unitatea de timp considerata. Deocamdata,
intelegem prin evenimente rare ceeace ne sugereaza intuitia. Ce inseamna
evenimente rare vom preciza mai in detaliu in sectiunea urmatoare cand
vom introduce procesele de nagtere gi deces si procesul Poisson.

1.4 Procese stochastice utilizate in fiabilitate

Un proces stochastic este o familie de variabile aleatoare {X;,t € T},T C R
[3, 25, 35]. Parametrul ¢ este adesea interpretat ca fiind timpul. Dacad T € RF,
sau dacd T este o submultime a unui spatiu vectorial, atunci {X;,t € T} este
un camp aleator sau un proces cu indici multipli. In cele ce urmeaza, vom
considera T' € R.

A cunoagte un proces stochastic inseamna a cunoagte functia de repartitie
Fitgrin(Z1, 22, .y x,) = P(Xy, < 71,X1, < Za,..., X4, < Tn) pentru Vn €
Nt g Vt; < ty < ... < t, € T. In particular trebuie cunoscuta functia de
repartitie a lui X; pentru orice ¢ € T. Valorile variabilelor aleatoare X;,t € T
se mal numesc uneori stdri. iar daca T este cel mult numarabild, atunci
procesul se numeste lan{.

Pentru a studia un proces se precizeaza fie multimea functiilor de repartitie
{F(r).t € T}. fie se precizeaza anumite axiome satisfacute de functiile de
repartiie din care se pot deduce (calcula) acestea.

Vom prezenta mai intai clasa proceselor Markov [3, 35] care modeleaza o
categorie insemnata de fenomene ale lumii reale ce au comportament aleator.

1.4.1 Procese Markov

Definitia 1.2. Un proces stochastic {Xi,t > 0} (adica T = [0,00)) se
numegte proces Markov, daca

P(X: < z| Xy, < 21400, Xi, < T0) = P(X; < 2| X4, < 24) (1.16)
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18 cap.l

pentru ortce t, < t, < ... < t, <H{.

Cu alte cuvinte repartitia de probabilitate a procesului in viitor, depinde
numai de prezent (comportamentul viitor al procesului depinde numai de
prezent). Altfel spus, dandu-se starea prezenta a procesului, comportarea sa
viitoare este independentd de istoria trecuta a procesului.

Procesul Markov modeleaza o mare parte din fenomenele aleatoare ce se
intalnesc in practica.

Dacid multimea S a valorilor lui X; este discreta, atunci procesul are o
maulfime finitd de stdri, iar daca multimea T este discreta atunci procesul se
numegte lan{ Markov.

Pentru un lant Markov finit prezinta interes probabilitdtile de trecere p;;(s,t) =
P(X; = j|Xs = i),s < t. Deci p;j(s,t) este probabilitatea de a trece
din starea i la momentul s in starea j la momentul ulterior t. Daca ™ =
{mi(s)},i € S este vectorul ce defineste repartitia stirilor la momentul s, pre-
supusi cunoscutd, si daci sunt cunoscute probabilititile de trecere p;;(s,t),
atunci, conform formulei probabilitdtii totale, repartitia starilor la momentul

t,t > s este

7T,'(t) = Zp,-j(s,t)nj(s). (117)

JES

Matricea probabilititilor de trecere intr-un pas P(t) = ||pi;(t,t + 1)|| poate
depinde de timpul ¢. Dacd aceastd matrice nu depinde de ¢ atunci lantul
Markov se numeste omogen. Pentru un astfel de lant omogen, probabilitatea
de trecere p;;(s, ) satisface conditia p;;(s,t) = p;;(t — s) adica depinde numai
de lungimea intervalului de timp (s,t). Probabilitatile p;;(¢) satisfac in acest
caz relatia urmatoare

Z Pik(s)px;(t

keS
De aici rezulta ca daca P = (1) este matricea probabilitatilor de trecere
intr-un pas, atunci matricea P(n) de trecere in n pasi este
Pin) = P~ (1.17")

In plus dacd notdm cu m(n) vectorul ce reprezinta repartitia de probabilitate
a starilor la momentul n,n > 0 si cu m vectorul ce reprezinta repartitia
starilor la momentul 0, atunci (1.17) devine

m(n) = P"m. (1.177)
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Deci pentru un lant Markov. este suficient sa cunoastem o repartitie inifiald
si probabilitatile de trecere la momentele viitoare de timp pentru a deter-
mina repartitia lantului la orice moment viitor de timp. In particular, daca
lantul este omogen, atunci cunoasterea repartitiei initiale 7(0) si a matricii
de trecere intr-un pas P permite calculul repartitiei lantului la orice moment
n,n > 0 de timp viitor.

Lantul Markov evolueaza deci prin treceri succesive in timp dintr-o stare
in alta. Intervalul de timp dintre doud schimbari consecutive de stari (in en-
glezd sojourn time), are o repartifie ezponentiald de un parametru ce depinde
de starea vizitata. In plus, timpii dintre tranzitii sunt independenti intre ei.
Acestea sunt proprietati structurale importante ale lanturilor Markov.

Procesul {N(t),t > 0} unde N(t) este numirul de evenimente (treceri)
realizate de un proces Markov pe intervalul de timp [0,¢] se numeste proces
Markov de numdrare (3, 15, 35].

In fiabilitate, functionarea unei componente sau sistem presupune existenta
a cel putin doud stari (stare de functionare sau stare de cddere) deci lantul
Markov poate fi utilizat aici ca instrument de modelare. Numarul de caderi
pe intervalul [0, t] poate fi proces Markov de numaérare ca si numarul de erori
detectate intr-un produs soft pe intervalul de timp [0,¢]. Un caz particular
de proces Markov utilizat in fiabilitatea programelor il constituie procesul de
nagstere si deces ce va fi studiat in cele ce urmeaza.

Definitia 1.3. Procesul Markov cu o mulfime cel mult numadrabild de stari
{N(t),t > 0} se numeste proces de nastere si deces [3, 25, 35] dacd satisface
urmdtoarele condifii:

(a) Este cu cresteri independente, adicd, oricare ar fi i, < t; < t3 <
ty variabilele aleatoare N(t;) — N(1y) st N(t4) — N(i3) sunt independente
stochastic. In plus este un proces de numdrare in sensul cd dacd t; < 1,
avem N(ty) — N(t,) = N(1, — ty).

(b) Lxista constantele {A,.n > 0}, numite intensitati de natalitate astfel
meat

P{N(L + Al) = n + 1}/{N(1) = n}) = A, At + O(Al) (1.18)

(¢) Existd constantele {j1,,n > 1}, numite intensitati de mortalitate astfel
incat

P({N(t + At) = n — 1}/{N(t) = n}) = un Al + O(At) (1,18)
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(d) Probabilitatea sd se nascd sau sd decedeze mai mult de un individ pe
intervalul mic de timp [t,t + At] este neglijabild, adicd

P({N(t + At) = n £i}/{N(t) = n}) = O(AL),Vi > 1. (1,18”)

Functiile O(At) (O(At) inseamna neglijabil in raport cu At, cand At este
mic), tind la 0 cand At tinde la 0, mai repede decat At, adica

o) _
ALS0 AL

0.

Sa observam ca clasa O a functiilor O(At) satisface conditiile:

- (At)? € 0;

- dacd 0, € O, 0, € O si fi, f, sunt functii oarecare cu valori finite,
atunci f101 + f202 € O

Ipotezele (a) si (b) semnificd faptul c3 probabilititile ca pe intervalul de
timp [t,t+At] s3 se nascd sau s3 decedeze exact un individ sunt proportionale
cu constantele A\,,n > 0 sau p,,n > 1.

Ipoteza (c) spune ca nagterile si decesele sunt rare in sensul ca proba-
bilitatile de a se nagte sau deceda pe [t,t + At] mai mult de un individ, sunt
neglijabile.

Procesul de nastere si deces definit mai sus este proces omogen deoarece
intensitatile {A,,n > 0} si {n,n > 1} nu depind de timp. Daca insa aceste
intensitati depind de timp, adica A, = A,(t),n > 0, u, = pn(t),n > 1, atunci
procesul este neomogen.

Recunoastem cu usurinta utilitatea procesului de nastere si deces in mod-
elarea fiabilitatii programelor, mai ales daca N(t) este proces de nastere pur
(cand g, = 0. > 1) si N(1) este numarul de erori detectate. sau daca N (1)
este proces de moarte pur (cand A,.n > 0) si N(t) este numarul de erori
ramase in soft.

Teorema 1.1. Probabilitatile P,(t) = P(N(t) = n).n > 0 carc definesc
repartifia de probabilitate a procesului de nastere si deces satisfac sistemul de
ecualit diferentiale

Py(t) = =AoPo(t) + 1 Pi(t) (1.19)
Pit) = =M+ ) Pa(t) + At Paci (8) + pagr Paga (), > 1 (1.19)

Demonstratie. In cazul n = 0 avem

Po(t+At) = Po(t)(1=AoAt—O(At))+ Py (£)(1- M\ At—O(AL)) (1 At+O(At))
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+ Y Pazi(1)O(AL)
ii>1

Formula precedenta se deduce astfel: exista 0 indivizi in sistem la momentul
t + At daca erau 0 la momentul ¢ si nu s-a nascut nici unul pe intervalul
[t,t + At], sau era 1 individ in sistem la momentul ¢ si pe [t,¢ + At] nu s-a
nascut nici unul si a decedat unul, sau la momentul ¢ erau n + 1 indivizi in
sistem si au decedat (s-au nascut) 1.

Dezvoltand parantezele in formula precedentd si tinind seama de pro-
prietatile functiilor O(At) obtinem

Po(t + At) = Po(t) = —AoAtPo(t) + [J]Atpl(t) + O(At)

Dacid in ultima relatie impartim cu At si facem At — 0 obtinem formula
(1.19).
In cazul n > 1, printr-un rationament asemanator obtinem

Pa(t + At) = P,(£)(1 — AuAt — O(AL)(1 — pnAt — O(At)
+ P 1(t)(Ano1At + O(AL)(1 — pn—1At — O(AL) + Y Pozi(t)O(At).

ii>1
Dezvoltand parantezele, trecand P, in membrul stang, impartind cu At si
trecand apoi la limitd se obtine (1.19’).
Sistemul de ecuatii diferentiale (1.19) si (1.19’) are solutie unica, conform
cunoscutei teoreme de existentd a solatiei, daca se da o condifie initiala. O
astfel de conditie poate fi

Pi(0) = 1.i— fizat, P,(0) = 0. n # i, i P,(0) = 1. (1.20)

In cazul nostru trebuie sa ne asiguram ca solutia unica a sistemului defineste
o repartitie de probabilitate a procesului. adica

Jj=0

O teorema a lui Feller [34] spune cd o conditie suficientd ca solutia unica
a sistemului (1.19), (1.19”) sa fie repartitie de probabilitate a procesului de
nastere si deces este ca

¥ Eil’ = 0. (1.20")
7=0 J
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Sistemul (1.19), (1.19°) se rezolvad usor in cazul stafionar (cand P,(t) =
const = p,,Vt € [0,00). In acest caz sistemul devine

_/\OPO + HiP1 = 07 —(/\n + ﬂn)pn + An—lpn—l + HKnt1Pnt1 = O,VTI. Z 1.

Dacd in relatiile precedente facem notatia Zy = —Akpr + pk+1Pk+1, aceste
relatii devin

Zo=0, Zin1=2ZVk>1.

De aici rezulta ci solutia sistemului (1.19), (1,19’) in cazul stationar este

Pn = nl:Il o ]po, po_=[1+§:(n]:[l A )]—l.

=0 Hit1 n=1 \:=0 Hit1

Sa observam [3, 35| cd in cazul procesului de nagtere si deces neomogen
ecuatiile (1.19), (1.19’) rdmaén valabile ca i conditiile de existenta a solutiei si
a repartitiei procesului. Pentru existenta solutiilor, conditiile (1.20’), (1.20”)
trebuie considerate ”pentru orice ¢ € [0, 00)”.

1.4.2 Procese Poisson

Un caz particular de proces de nastere si deces (deci si de proces Marko-
vian) este procesul Poisson [3, 35]; el este un proces de nastere pur in care
An = A = const in raport cu n, iar A se numeste intensitatea procesului.
Daca A = const in raport cu timpul atunci procesul se numeste Proces Pots-
son Omogen (PPO). Daca dimpotriva A = A(1) atunci procesul se numeste
Proces Poisson NeOmogen (PPNO).

Procesul Poisson poate fi definit si direct, prin axiome similare celor ale
procesului de nastere si deces. si anume:

Dcefinitia 1.4. Procesul stochastic discret {N(t).1 > 0}.N(1) € N esle
proces Poisson daca satisface ariomele:

(ay). Este proces cu cresteri independente; N(t) este numdrul de eveni-
mente (evolutit sau modificdri) ale valorilor sistemului pe intervalul de timp
[0.1],1 < oo.

(b1). Exista o functie cu valori finite A(t),t > 0, numitd intensitatea
procesului, astfel incat

P([N(t+ At) = n + 1]/[N(t) = n]) = M)At + O(Al)  Vn€ N;
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(¢1). Evenimentele ce corespund evolujiei procesului sunt rare in sensul

%

ca

P([N(t+ At) = n £ 4]/[N(t) = ]) = O(ALl),Vi > 1,¥n € N.

Folosind o cale analoga celei parcurse cu ocazia studiului proceselor de
nastere si deces, se obtine teorema

Teorema 1.2. Probabilitdtile P,(t) = P[N(t) = n], n € N satisfac
sistemul de ecuatii diferentiale

Fo(t) = =A(t)Fo(t),  Pr(t) = —A(t)Pu(t) + A(t)Paa(t), n2>1 (1.21)
care are solufie unicd in conditiile inifiale {31 € N, P;(0) =1, P,,(0) = 0,n #

i} st aceastd soluie este repartifia Poisson

P(t)—A(t) e A A(t) = / AMu)du, A(0) =0. (1.22)

Demonstratie. Formulele (1.21) se obtin din (1.19), (1.19’) dacd punem
in acestea din urma p, = 0.

Pentru a demonstra formula (1.22) vom considera, fara a pierde general-
itatea, : = 1. Atunci solutia generald a primei ecuatii (1.21) este

Po(t) = ce™ ), ¢ = const.

Impunand conditia initiald gasim ¢ = 1.
Pentru n = 1 avem ecuatia diferentiala

Pl(1) = =M1)Py (1) + A(t)e D
a carel solutie generala este
Pi(t) = ke ™0 k= E(2).
Aplicand metoda variatiei constantelor obtinem
Pl(1) = K ({t)e™™® — k()M (1)e ™™ = —X(1)(k(1))e™ O 4 A(1)e™ D
care conduce la ecuatia

K'(t) = At), k(t)=A(t)+c1, ¢ = const.
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Deci forma generald a solutiei Py(t) este
Pi(t) = (A1) + er)e™ ™)

cfela impunandu-i conditia initiald P;(0) = 0 obtinem ¢; = 0 si deci

A(t))!
P(t) = A(t)e'A(t) = —( (l')) e M)
In continuare, procedand prin inductie dupd n se obtine solutia datd de
(1.22).
Functia A(t) se numegte intensitate cumulatd a procesului.
Sa observam ci in cazul omogen (cand A(t) = A = const), aceasta functie
este sy
A(t) =M, Py(t)= ) ') e, (1.22')
n!
Procesele Poisson joaca un rol important in fiabilitatea programelor, aga cum
se va vedea in capitolele urmatoare. Numarul de erori ce se detecteaza intr-
un program sau, in general intr-un sistem, pe intervalul de timp [0, t] este de
regula un PPO, dar poate fi adesea gi un PPNO.

1.5 Estimatii ale parametrilor

Vom preciza pe scurt modul in care se estimeaz3 parametrii principalelor
repartitii de probabilitate utilizate in fiabilitate [4,12].

1.5.1 Metode Generale

Se presupun date selectii asupra variabilei aleatoare 7 care reprezinta du-
rata in functionare pana la cadere. Selectiile pot fi ne cenzurate sau cenzurate
[12,17.23]. Cea mai utilizata selectie ne cenzurata este selec{ia bernoulliana
de volum n. definita ca fiind multimea variabilelor aleatoare X;.Xs,..., X,
independente si identic repartizate ca si 7.

In fiabilitate se folosesc adesea selec{ii cenzurate care pot fi de tipul I sau
de tipul 11. Daca cele n valori de selectie se obtin observand functionarea a
n obiecte (componente) identice pana la un moment dat C, C' > 0, atunci
daca am nota 7y,7y,....7, duratele de functionare pana la cadere si daca
tinem seama de faptul ca numai o parte din componente au cazut inainte de
momentul C, rezulta ca in acest caz datele de selectie sunt

X, = {T,' daca 7, <C (1.23)

C daca 7;>C,
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care pot fi scrise prescurtat X; = min{r,C} = . A C,1 <1 < n. Selectia
{X;},1 <1 < n datd de (1.23) este o seleciie cenzuratd de tipul I. Notam
cu D multimea valorilor de selectie egale cu C, d = CardD. Spunem un-
eori ci selectia de acest tip este cenzuratd la dreapta. Schimband scrierea
inegalitatilor in (1.23) se obtine selectia cenzuratd la stanga

In fiabilitatea programelor se folosesc de asemenea selectii cenzurate de
tipul II. Dac3 se dau constantele 0 = 5o < 8; < ... < S, m < 1 sl se observa
functionarea a n componente ce cad pe intervalul [0, s, atunci selectia cen-
zuratd de tipul II constd din frecventele n; = numarul componentelor ce au
cazut in intervalul [s;_;,s;),1 < ¢ < m, astfel incat n = n; +n2 + ... + .
Selectia cenzurata de tipul II este deci o selectie de date grupate.

In fiabilitatea programelor intervin si selectii cenzurate partial grupate
[12,23]. In acest caz unele date de selectie sunt durate in functionare exacte
gi formeaza o multime A, a = CardA iar celelalte date de selectie sunt
grupate si formeazd o multime B, b = CardB, n = a+ b. Selectia cu
date cenzurate partial grupate constd din observatiile exacte X, Xa,..., Xa
si din frecventele ny,n,,...,nk, b = ny + ... + n,, ale observatiilor grupate in
intervalele [s;_;,s;),1 < i < m.

Pot fi considerate si selectii de naturd generald in care intervin d date
cenzurate la dreapta, | date cenzurate la stanga si b = ny +ng + ... + Ny,
observatii grupate pe intervalele [s;_;,s;),1 <i<m,n=d+b+ L

Parametrii repartitiilor statistice ale variabilelor aleatoare se estimeaza
prin diverse metode utilizand selectii asupra acelor variabile. Fie X;, X3, ..., X5
o selectie asupra variabilei aleatoare X care are densitatea de repartitie
f(x,0), unde 0 este parametru ce poate fi estimat; el poate fi numar sau
vector 0 = (0,,0,,....0,).

Selectia este bernouliana. in sensul ca X;. X,..... X, este o multime de
variabile aleatoare independente, identic repartizate ca si X.

O estimatie a lui 0 este o functie (X;. X,..... X,) care converge catre
intr-unul din modurile de convergenta ale teoriei probabilitatilor.

In particular, daca E[0(X,, X,. ..., X,)] = 0, spumem c& 0(X,, Xo,..., Xn) =
0 este o estimatie nedeplasatd pentru 0; dacs nlg]g( 0(X,.X4,..., X,) = 0 atunci
0 este o estimatie deplasati pentru 6.

Daca 0(X;, X,, ..., X,,) converge in probabilitate citre 6, cand n — oo,atunci
0 se numesgte estimatie consistentd pentru 6.

O estimatie nedeplasata si consistenta se numeste estimatie absolut corectd,
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iar o estimatie deplasata i consistenta se numeste estimajie corectd.

Dintre metodele de estimatie a parametrilor, doua sunt cele mai impor-
tante si anume: metoda momentelor si metoda verosimilita{ii maxime. Vom
mentiona pe scurt in ce consta fiecare din metode.

e Metoda momentelor. Presupunem c& avem de estimat k parametri
(61,0, ...,0;) si c& momentele m; = E(X*'),1 < i < k existd §i sunt finite
si presupunem ci m; = m;(0y, 0, ...,0;), unde functiile m;(z,, 22, ..., zx) sunt
cunoscute. S8 notdm cu 7m; momentele de selectie (empirice), adica

1N
mi=—)_ X;. (1.24)
nj=1

Se aratd cu ugurintd cd E(f;) = m; §i @ m; — m;,1 < ¢ < k, adicd
momentele de selectie 7; sunt estimatii nedeplasate si consistente (numite in
acest caz si absolut corecte) pentru momentele teoretice m;. Putem deci scrie

m; = m,-(01,02,...,0k). (124')

Daci sistemul de ecuatii (2.24’) se poate rezolva tunci solutiile sale §; =
m; l(ml,'rh'g, ...,mx) sunt estimatii ale parametrilor 6;,1 < i < k, obtinute
prin metoda momentelor. Daca functiile m;(zy, z2,...,zx),1 <1 < k sunt si
continue, atunci 0; sunt estimatii consistente pentru ;.

e Metoda verosimilit#tii maxime. In cazul selectiei bernoulliene, prin
definitie functia de selectie

L(Xy, Xy. ... X1 0) = [ f(X::0) (1.25)
=1

se numeste funclie de verosimilitate. Pentru o selectie cenzurata de tipul 1
functia de verosimilitate are o forma asemanatoare dar poate fi definita si de

forma
n—d

L(X1, X250y Xnea, C) = ] F(X:) x [F(C)]" (1.25")

1=1
Dacai selectia este grupatd (cenzuratd de tipul II) atunci functia de verosimil-
itate este

L(ny,ng,...,n Hp pi = F(si) — F(si-1),1<i<m  (1.25")
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iar daca selectia este partial grupata atunci functia de verosimilitate este de
forma
L(Xy,.. Xa) =] FX) [P, mit+..4+nm=0b (1.25")
i=1 7=1
Insfarsit, pentru o selectie cenzurata generald, cu date partial grupate si
cu date cenzurate la stanga de C* gi la dreapta de C, functia de verosimilitate
este m
L(S) = [F(ON[L = F(C]' TT[F(si) = F(si-1)]
i=1
unde cu S se noteaza multimea valorilor de selectie. Daca functia de repartitie
F depinde de de parametrii § = (0,,0,,...,0)" atunci in formulele (1.25’)-
(1.25”’) si in formula precedentd densitatea f si probabilititile p;,1 < j < m
depind de asemenea de acegti parametri.

Metoda verosimilitatii maxime consta in a determina estimatiile parametrilor
0;, 1<:<k,din conditia

L(X,X2,..., Xn) = max (1.26)
care conduce la sistemul de ecuatii in 6;
oL
- <0; < 1.26
30, 0, 1<0;,<k ( )

numite si ecuafit de verosimilitate.

Desigur, estimatiile de verosimilitate § = (é,, ...,ék)’ sunt functii de valo-
rile de selectie X ;. X,..... X,,; se arata ca in anumite conditii 0 sunt estimatii
consistente pentru 0.

In continuare vom prezenta ca aplicatii estimarea parametrilor unor repartitii
care intervin in fiabilitate. Vom utiliza pentru simplificare selectii bernoul-
liene. dar estimatiile de verosimilitate se pot construi si cu ajutorul selectiilor
cenzurate.

1.5.2 Aplicatii in cazul repartitiilor continue

1. In cazul repartitiei exponentiale avem m = m; = —f\- de unde rezulta
estimatia

= (1.27)

1
m S X
=1
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2. In cazul repartitiei Weibull(0, ), v) se poate folosi metoda momentelor
astfel: '
Se calculeaza momentele de primele 2 ordine care sunt de forma

m,:ir(uﬁ), r=12
AT v

Se aplica apoi formulele (1.24’) din care vor rezulta parametrii estimati s
U, rezolvand sistemul urmator in A gi v

mil(1 4 2/v) = ml3(1 + 1/v), Xy = T(1 + 1/v). (1.28)

3. Pentru repartitia Gamma(0, \,v) se procedeazi in mod asemanator.
In acest caz momentele de primele doua ordine sunt:

my, = W, =4
iar prin rezolvarea ecuatiilor (1.24) se vor determina estimatiile X , 7.
4. In cazul repartitiei Lomaz(0,a)

1
O(a—1)’

a

Var(X) =a"'= 02(a — 1)2(a — 2)

mp =

(1.29)

Estimand m; si 0% cu (1.24) si rezolvand sistemul care rezulta din egalarea
expresiilor din (1.29) cu estimatiile X, s, se obtin estimatiile 0, @.

5. Pentru repartitia valorii extreme (Gumbel())) vom aplica metoda
verosimilitafti marime dupa cum urmeaza:

Functia de verosimilitate este

1 n X, -1 n
L(Xy, Xz, Xa) = 3 e_,\-p{—z < ) +Z.\q}. (1.30)
=1

=1

Logaritmand (1.30) si impunand conditia de maxim (prin anularea derivatei
de ordinul intai) avem

n o n 1 &
___—.__—Ze'_—_o (1.30%)
AN Ao
de unde rezulta estimatia
By ?:1 eXi —n

A=

n
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2 ge estimeaza cu media

6. In cazul repartitiei normale parametri p s1 o
aritmeticd X si dispersia empirica s? date de formulele (1.24).

7. Parametri repartitiei lognormale LN (u, o) se estimeaza astfel: se es-
timeaza mai intai cu (1.24) media si dispersia variabilei lognormale, iar apoi
din formulele (1.10) se determind estimatiile 7,5 ale parametrilor lognor-
malei.

1.5.2 Aplicatii in cazul repartitiilor discrete

8. Pentru repartitia geometrica folosim prima formula (1.12’) de unde
rezultd estimatia parametrului p

I -

P= (1.31)

>

+1°

9. In cazul repartitiei Pascal(k,p) estimatiile parametrilor k,p se real-
izeaza rezolvand sistemul urmator

v_kl-p) ._kl-p)

8 =
p p?

-

care conduce la
_ X2
, k== . 1.32
' X — s? (1.32)

]—):

%l >l

10. Parametrii repartitiei binomiale Binom(n,p) se estimeaza pe baza
formulelor (1.147) care conduc in final la estimatiile

: X — s?
T e e | P e 1.33
n - p ~ ( )

11. Deoarece valoarea medie a variabilei Poisson()) este m; = A rezulta
ca estimatia sa este A = X.

In cazul procesului Poisson()) estimatia este acceasi daca valorile de
selectie X; reprezinta numarul de caderi pe unitatea de timp.

Daca se cunosc informatii apriori despre anumiti parametri atunci se pot

utiliza metode Bayessiene [24, 35] pentru determinarea estimatiilor acestora.
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1.6 Fiabilitatea sistemelor cu mai multe componente

1.6.1 Generalitati privind fiabilitatea sistemelor

Fiind dat un sistem S cu n componente Cy,Cy,...,C, astfel incat com-
ponenta C; are variabila de stare X;(¢) (X;i(t) =1 [6, 12, 27] daca sistemul
functioneaza la momentul ¢ gi X;(t) = 0 dacd sistemul nu functioneaza) se
pune problema determinarii functiei de fiabilitate R(t) a sistemului definita
astfel

R(t) = P(®(r) = 1,V0 < 7 < t) (1.34)

unde ®(t) este variabila de stare a sistemului (adicd ®(t) = 1 daci sistemul
functioneaza, ®(t) = 0 daci sistemul nu functioneaza la momentul t).

Se pot considera gi componente cu mai multe stiri [23], dar aici ne vom
ocupa numai de sisteme ale ciaror componente au numai doua stari, ca de-
altfel gi sistemele de programe.

Una din problemele importante ale teoriei fiabilitatii este urmatoarea:
dandu-se un sistem S, format din componentele Cy, C, ..., C,, ale ciror functii
fiabilitate sunt R;(t), Ra(t), ..., Ra(t), s& se giseascd o functie h(zy, 2, ..., Tn)
astfel incat fiabilitatea R(t) a sistemului S sa se calculeze dupa formula

R(t) = h(Ry(t), Ra(t), ..., Ru(t)). (1.35)

Funtia h se determina, agsa cum se va vedea, dacid se cunoaste structura
de fiabilitate sau topologia sistemului 3, 6, 15, 23, 27]. In functie de aceasta
structurd se determina func{ia de structurd a sistemului definita astfel

O(X()) = S(X1(1). Xa(1), ..., Xu(2)), X(1) = (Xi (1), Xa(1), ... Xu(1)).

(1.36)
In cele ce urmeaza vom nota X; = X;(1). Deci
, ; 1,daca sistemul functioneaza .
= A1y A2 .0 A = ’ ’ 1.
Z=90(X,, X, Xn) {()q alt fel. (1.37)

Exemplu [15, 23]. Sistemul S este de tipul "k din n” daci el cade cand
cel putin & din cele n componente ale sale cad. Daca C,,Cy, ..., Cp, sunt cele
m = C¥ submultimi de componente, de cardinalitate k, atunci se deduce ci

®(X,,Xs,...,Xn) = min max{X;}. (1.38)
1<3<m iECJ
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Daca k = 1 atunci sistemul are componentele conectate in paralel (din punct
de vedere al fiabilitatii este sistem paralel) si

(X, Xa, .., Xn) = lr<n_i2 {X;}=1-(1-X)(1-X3)...(1 - X,). (1.38")
Sisn
Daca k = n atunci sistemul este sistem serie gi

@(XI,X% ...,Xn) = lrga<x {XJ} = X]XQ...Xn. (138”)
SJsn

Definitia 1.5. Componenta C; a unut sistem este irelevantd dacd ®(0;,z) =
®(1;,z) unde (0;, ) este vectorul care are pe pozitia ”i” valoarea 0, iar (1;, )
este vectorul ce are pe pozifia 1" valoarea 1 (23], celelalte componente ale lui
x rdmdndnd neschimbate. Dacd ®(0;,z) = ®(1;,z) atunci componenta C; se
numegte semnificativd.

Cu alte cuvinte valoarea variabilei de stare a componentei ¢ nu schimba
valoarea funtiei de structura ® i deci nici fiabilitatea sistemului indiferent
daca componenta C; a sistemului functioneaza sau nu.

Definitia 1.6. Importanta structurald a componentei C; este

gnl_l > [@(Li,z) — ®(0;,2)). (1.39)

(z|lzi=1)

Is(z) =

Se observa ca pentru un sistem ”k din n” avem

Is(2) = gn - (1.39")
In particular pentru un sisten paralel/serie avem
1\"! "
Io(2) = (2) . (1.397)
Defintia 1.7. Importania relativdi a componentei C'; este
Rlg(7) = —M (1.40)
Z lo(7)

Definitia 1.8. Sistemul S este monoton [23] dacd pentru VX(t) < Y(t)
(ordinea fiind cea lezicograficd) avem ®(X (t)) < ®(Y (t)). Sistemul se numeste

coerent dacd este monoton gi nu are componente irelevante [3, 7, 15, 23, 27].
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Cele mai interesante sisteme construite si operate de om sunt sistemele
coerente. Pentru un astfel de sistem fiecare din componente este relevanta in
sensul ca comportarea ei (functionarea sau caderea) are influenta determinata
asupra comportarii sistemului S.

Pentru definirea functiei de structurd ® a unui sistem un rol important il
joaca aga numitele multimi tdieturd sau multimile traseu ce vor fi definite i
n cele ce urmeaza.

Definitia 1.9. O submulfime C de componente ale sistemului format din
componentele {1, 2,...,n} (C C {1,2,...,n}) se numeste multime tdieturd
daciVz cuz; =0,i € C siz; = 1,5 € C unde C este complementara lui C
in raport cu mulfimea {1,2,...,n}, avem ®(z) = 0.

Cu alte cuvinte dacd toate componentele unei multimi taietura cad, atunci
sistemul cade, altfel sistemul functioneaza; daca cel putin una din componen-
tele unei multimi taietura functioneaza, atunci sistemul functioneaza. Intere-
seaza de obicei multimile tdieturd minimale [6, 23, 27] adicd multimile care
au cel mai mic numdr de elemente.

Definitia 1.10. Submultimea P C {1,2,...,n} cu proprietatea cd Vz astfel
incit z; = 1,1 € P si z; = 0,5 € P,(P= complementara lui P), avem
®(z) = 1 se numegte multime traseu.

Sistemul functioneaza daca toate componentele unei multimi traseu functionea
daca cel putin una cade, atunci sistemul cade. $Si in acest caz intereseaza
mulfimile traseu minimale.

Legaturile functionale dintre componentele sistemului pot fi reprezentate
sub forma unui graf. Un sistem poate fi deci privit ca un graf conex (ori-
entat sau nu) care are inifrari in anumite noduri si iesiri in alte noduri.
Nodurile corespund componentelor, deci ele se pot defecta. Submultimea
taietura este aceea care are proprietatea ca daca nodurile sale se defecteaza
(toate), atunci sistemul cade (nu mai este asigurata conexitatea grafului).
Submultimile traseu corespund drumrilor de la nodurile de intrare la cele
de iesire. Daca toate nodurile unei submul{imi traseu functioneaza atunci
sistemul functioneaza.

Teorema 1.3. Dacd notam 1y, T,.....T,, mullimile taielurda minimale g1
cu Py, Py, .... P, mul{imile traseu minimale, atunci functia de structurd a sis-
temului este [6, 23]

*(e) = gip, man(e) = ppax mip(=) A
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Demonstragie. Cand me}x(a:,-) = 0 inseamna ca toate componentele din 7
€1,

cad. In plus sistemul cade daca cel putin pentru o multime 7} (adica pentru
cel putin un j), toate componentele cad. De aici rezulta ca

#e) = gin, mal=0

In mod asemanator, daca m})n(x,-) = 1 inseamnd ca toate componentele din
teP;

multimea traseu P; functioneaza. In plus, sistemul functioneaza daca pentru
cel putin o multime traseu componentele acesteia functioneaza. In concluzie

o) = gig neyl=)
Teorema este astfel demonstrata.
Pentru un sistem "k din n” avem m = C¥k.
Daca k=1atuncim=n s T; = 5,1 < 7 < n si deci

®(z) = min (z;) = H &5 (1.42)

1<5<n

In cazul £ = n avem o singura multime traseu P care are n elemente

(adicd contine toate componentele sistemului). Deci functia de structura
este

n

o(z) = lrgjaé);(xj) =1- 1:[(1 —x;) = IZIz] (1.43)

(Semnul [] se citeste “coprod”).

Au loc urmatoarele teoreme

Teorcma 1.4. Func{ia de structura ® a unut sistem coerent cu n compo-
nente salisface proprietatea [15. 27]

]‘[1, < O(x) < ]_[ (1.44)

Teorema 1.5. Fiund dafi doi vectori n—dimensionali x,y cu valort 0 sau
1, sd introducem notatiile [6, 15, 23]

ry = (Z1Y1, T2Y2, .-y TnlYn)
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Uy = (rUy,zoUyse 2o Uyn), ziUyi =1 — (1 —a:)(1 — wi).

Atunci functia de structurd ® a unui sistem coerent satisface proprietatile

O(z Uy) > 2(z) U B(y), (zy) < @(z)@(y)- (1.45)

Functia de structurd ® a unui sistem, in raport cu o componenta ¢ fixata,
poate fi calculata si folosind urmatoarea teorema.

Teorema 1.6. Dacd z este vectorul n—dimensional al starilor componen-
telor si z; este variabila de stare a componentei i atunci [15, 23]

®(z) = z:f(1i,z) + (1 — z:)®(0;, z). (1.46)

Formula (1.46) se numeste forma pivotald a functiei de structura.

Functia de structura @ se poate determina usor folosind asa zisa diagramad
de fiabilitate a sistemului. Aceastd diagrama [3. 6, 15. 23. 27] este o schema
grafica in care, prin dreptunghiuri sunt reprezentate componentele sistemului
i prin linii sunt reprezentate legaturile functionale ale sistemului. Daca de
ex. este vorba de o fabrica, componentele reprezinta puncte de lucru sau
utilaje iar liniile indicd succesiunea operatiilor la aceste componente. Formal.
diagrama de fiabilitate se rezuma la un graf conex, asa cum am spus mai sus.
Din aceasta diagrama putem determina multimile taietura gi/sau multimile
traseu, cu care apoi determinam functia de structurd ® cu formula (1.41).

In Fig.1.2 sunt prezentate cateva diagrame de fiabilitate particulare, core-

spunzand sistemelor cu componente conectate in serie, in paralel si In punte.
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e———— (i (&) C3

a.Componente conectate i n serie.

C1

C

C3

b.Componente conectate in paralel.

1 I (&)
*-— Cs e
C3 l Cq

c. Componente conectate in punte.
Fig. 1.2 Diagrame de fiabilitate particulare.

Pentru diagramele din Fig.1.2 formulele de structura ® sunt respectiv [3,
6. 27]
b(z,, 12.23) = T179T3; (1.47a)
3
D(ry .y 73) =1 = JJ(1 —z0): (1.47b)
1=1

q>(1']..T2..’I'3,.I4,$54) =

r5[l — (zy22)(1 — 2324)] + (1 — 25)[1 — (1 — 21)(1 — 23)][1 — (1 — 22)(1 — z4)]
(1.47¢)

ultima formuld putand fi dedusa si din forma pivotala (1.46).
Functia de structura calculata conform regulilor mentionate se poate sim-

plifica pentru a ugura efectuarea calculelor. De exemplu, functia de structura
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a unui sistem cu trei componente paralele (adici conectate in paralel), se
poate scrie (3, 6 , 15, 27]

O(z1,22,73) = 21 + T2 + T3 — 122 — T123 — T2T3 + T1T2T3

care este forma simplificatd a formulei (1.47b) de mai sus a lui ®.

Definitia 1.11. Un sistem serie-paralel (notat SP) este un sistem ale cdrui
componente sunt conectate in serie sau in paralel sau se poate descompune
in subsisteme serie-paralel.

In Fig.1.3 se prezintd un sistem SP. El se descompune in subsistemele
S1(A, B,C), S2(D, E) conectate in paralel si in subsistemul S3(F,G).

B
A
F
C
— o
G
D E
Fig. 1.3 Exemplu de sistem SP
Daca notam S* = S7(5,.S,) subsistemul format din subsistemele S; si

Sy atunci sistemul S = S(S5*,S3) din Fig.1.3 consta din subsistemele S si
S3 conectate in serie.

Definitia 1.12. Un sistem este SP-generalizat daca fiecare componenta a
sa este semnificalivd si | poate fi transformal intr-un sistem SP echivalent
in care unele componente se pot eventual repeta.

Multe sisteme reale, printre care si programele modulare complexe sunt
sisteme SP-generalizate.

Teorema 1.7. Funclia de structurd a unui sistem SP-generalizat satisface
proprietatea

min (z;) < ®(z) < max (z;) (1.44")
1<:<n

1<i<n <<
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unde r = (x1,xq,....1,) este vectorul starilor componentelor.

O alternativa la diagrama de structurd pentru descrierea si calculul fia-
bilitatii unui sistem este arborele de avarie [6, 15, 25, 27]. Constructia lui se
face luand in seamd cauzele sau conditiile care pot produce o cddere, dar nu
vom insista aici asupra modului de constructie a acestuia.

Pentru un sistem dat se poate introduce functia sa de fiabilitate deter-
minatd direct daca consideram variabila aleatoare X ce reprezintd durata in
functionare a sistemului, fird a tine cont in mod explicit de caderile compo-
nentelor. Desigur, sistemul cade atunci cand cad una sau mai multe com-
ponente importante din structura sa, dar noi ignoram aceste detalii g1 con-
sideram sistemul ca gi cum ar fi format dintr-o singura componenta. Vom
avea deci de-a face cu functia de fiabilitate a sistemului R(t) = P(X >
t) = F(t) = 1 — F(t), cu rata ciderilor h(t) definitd in mod obignuit si rata

t
cumulatd a cdderilor sistemului de forma H(t) = [ h(u)du.
0

Pentru un sistem complex, functia h(t) are forma unei cdzi de baie [6,
15, 27] (in englezd "bathtub”) ca in Fig.1.4. Punctele a;,a; din figurd se
numesc puncte de schimbare (in engleza ”change points”). Estimarea lor se
poate face folosind notiuni de regresie liniard simpld combinate cu teste de
comparatie a coeficientilor de regresie [29].

1.6.2 Calculul fiabilitétii sistemelor

Cunoscand fiabilitatile R; = R;(t) ale componentelor ;. 1 < 7 < n se
pune problema calculului fiabilitatii R = R(1) a sistemului in functie de acele
fiabilitati. Regula de calcul este simpla si ea este data de urmatoarea formula
(cand sistemul si componentele au stari binare ca mai sus):

R=®R.Ry.....R,)

adica fiabilitatea sistemului se calculeaza cu ajutorul functiei ® in care argu-
mentele z; se inlocuiesc cu fiabilitatile R;, 1 <7 < n.

In cazul sistemelor serie sau paralel fiabilitatea este respectiv [3]

n n
R=J[R, R=1-JJ(-R).
=1 1=1
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. P >
0 aq as >t

Fig. 1.4. Forma de cadd de bate a lui h(z).

In cazul sistemului punte din Fig.1.2¢c, formula de calcul a fiabilitatii este

3, 6]
R = Ry[1—(1-Ry)(1—Ra)|[1—(1~ Rz)(1— Re)}+(1— Rs)[1— (1~ Ry Ra)(1- RaRa)],

In general fiabilitatea se poate calcula si prin analogie cu forma pivotala
[3, 23] a functiei de structurd @ in raport cu componenta C; (ca pivot), adica

R=R:R% + (1 - R)R;,

unde R} este fiabilitatea sistemului cind componenta C; functioneaza iar
R, este fiabilitatea sistemului cand componenta C; nu functioneaza. Acest
procedeu de calcul poate fi aplicat recursiv pentru subsistemele S, .S” pani
cand se ajunge la forma finala a functiei de fiabilitate R a sistemului.

1.6.3 Observati finale

(1) Din cele de mai sus rezulta ca daca se cunosc selectii asupra duratelor
de viata ale componentelor unui sistem. atunci se pot estima parametrii
repartitiilor duratelor de viata (in ipoteza ca tipul repartitiei este cunoscut),
1ar apoi cu ajutorul celor precizate in sectiunile precedente se pot calcula
fiabilitatile componentelor sistemului Fi(z) = Ri(z), 1 < 7 < n. In con-
tinuare, folosind consideratiile din aceasta sectiune se calculeaza fiabilitatea
sistemului (de ex. pe baza functiei de structurd).

Aceste calcule de fiabilitate se pot face in faza de proiectare a sistemului,

putandu-se astfel decide apriori daci sistemul va avea o fiabilitate accep-
tabila.
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In cazul cand sistemul real este deja in functiune, calculul fiabilitatii con-
form tehnicii de mai sus va permite sa se decidd dacd sistemul are incd
fiabilitatea doritd. In cazul cand fiabilitatea nu mai este acceptabild, atunci
se vor selecta componentele cu cea mai mare importanta structurald si se
vor studia mijloace tehnice de crestere a fiabilititii acelor componente, astfel
incat dacd acestea ar fi introduse in sistem sa conduci la o fiabilitate mai
mare a sistemului.

(2) Procedeele de calcul al fiabilitatii sistemelor pot fi transpuse cu ugurinta
la calculul fiabilitatii programelor. Se stie (vezi si Cap. 6) cd orice program,
conform teoremei lui Bohm-Jaccopini, poate fi reprezentat ca un program
structurat, descris recursiv in termeni de trei structuri elementare de program
si anume: secventa II(A, B) care inseamna ci se executd blocul functional A
urmat de executia blocului B; selectia A(a; A, B) care inseamna if o then A
else B, (adicd daci predicatul « ia valoarea true atunci se executd blocul A
altfel se executd B); iteratia (o, A) care inseamnd while a then A (adica
atata timp cat a ia valoarea true se executd blocul functional A); in acest
ultim caz se presupune cd A = A(«a), adicd o se modifica dupa un anumit
numar de ciclari pentru a determina iesirea din ciclu. Este ugor de observat
ca utilizand conventii potrivite, orice program structurat poate fi privit ca
un sistem SP-generalizat. Deci fiabilitatea unui program structurat se poate
calcula in functie de fiabilitatile modulelor componente A, B, a, etc. tinand
seama de urmatoarele conventii:

- pentru un predicat « se folosesc probabilitatile

Pra = Prob(a = true), p;, = Prob(a = false);
- pentru secventa I1( A, B) fiabilitatea este
Rn = RaRp:
- pentru selectia A(a, A, B) fiabilitatea este
Ra = pioaRa+ proRB;
- pentru iteratia Q(a, A) fiabilitatea este

Ro=pie [[ Ra+psoRu

a=true
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unde produsul [[,—; .. B4 inseamna ca R, se inmulteste cu el insusi de un
numar finit de ori (atata timp cat a = true), iar Ry este fiabilitatea modul-
ului ce urmeaza imediat structurii de program 2.

O astfel de abordare ar necesita in primul rand cunoasterea fiabilitatilor
blocurilor functionale (modulelor A, B, etc) si a probabilitatilor predicatelor.
Pe de altd parte, dacd tinem seama ca pe parcursul testarii programului
fiecare eroare detectata se elimina, atunci fiabilitatea programului ar trebui
recalculatd dupd eliminarea fiecarei erori. In acelagi timp acest mod de a
aborda fiabilitatea unui produs soft nu ar ajuta la estimarea unei caracter-
istici de fiabilitate foarte importantd si anume, Ny, numdrul inijial de erort.
Acest Ny permite si calculul numarului No(t) de erori rdmase la momentul
t, care este dat de No(t) = Np — N(t), unde N(t) este numdrul de erori
eliminate pana la momentul ¢.

Din aceste motive, modelele de fiabilitatea programelor prezentate in capi-
tolele urmatoare nu se vor concentra numai pe calculul fiabilitatii unui pro-
gram in functie de fiabilititile componentelor sale. Aceste modele, isi propun
de regula, ca pe baza unor date de selectie privind duratele dintre cdderi, sa
estimeze pe Ny, numirul mediu de erori ramase la momentul ¢, E[N(t)], pre-
cum si pe N(t) = Np — N(t), sau alte caracteristici de fiabilitate ce vor fi
precizate la locul potrivit in capitolele urmatoare.
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2 Modele Markoviene pentru fiabilitatea pro-
gramelor

Vom presupune cd programele sunt sisteme reparabile [2,19,29] in sensul ca
atunci cand apar erori in functionarea programelor (erori soft ci nu erori
cauzate de componente hardware!), atunci aceste programe se intrerup din
executie gi printr-un proces de depanare, se inlatura erorile. Se presupune
ca timpul de depanare a unei erori este neglijabil in comparatie cu timpul de
executie dintre aparitia a doud erori consecutive. Se presupune ca in program
exista la momentul initial un numar de erori Ny. Pe misura ce apar noi erori,
acestea se elimina (prin depanarea programului) si deci numarul de erori
ramase descregte. De la inceput vom presupune cd "timpul” in care evolueaza
programul este timpul operational (sau timpul unitate centrald), adicd timpul
cumulat pe care-l parcurge programul in executie. (El se mai numeste si
timp de ezecufie).Aceasta deoarece timpul calendaristic, ce "curge” de la
"nagterea” programului nu este relevant ci numai timpul cat programul este
utilizat, in executie; numai pe parcursul acestui timp putem detecta erorile
din program, care de fapt ne intereseaza.

Inainte de a trata modele de fiabilitatea programelor, trebuie sa precizam
tipurile de date de selectie care se folosesc in fiabilitatea programelor. Daca
X este durata in funtionare a unui program sau sistem de programe, atunci
datele de selectie pot fi momentele 0 < T} < Ty < ... < T, < oo de pe
axa timpului operational cand au loc intreruperile (caderile programului),
iar valorile de selectie asupra lui X sunt t;, = Ty, t;, =T, - T,_;.2 <1 < n.
In acest caz se spune ca avem de-a face cu date de selec{ie complete. Alt
tip de selectie utilizata in fiabilitatea programelor este selec{ia cenzuratd pe
intervale. care se obtine astfel: se aleg constantele pozitive 0 < 51 < s; <

. < sp 1 < sp k< nosiose determina frecventa n; =numadrul de caderi
ce au loc in intervalul de timp [s;_1,s;).n = Z‘;:, n;. Valorile ny,nq.....ny
constituie datele de seleclie cenzulare pe intervale ce se vor folosi la estimarea
parametrilor modelelor de fiabilitatea programelor. Unele din frecventele
n;,1 <1 <k pot fi nule ceeace inseamna ca pe aceel interval de rang 7 nu au
avut loc caderi (sau mai precis, nu au aparut erori in executia programului).
Sa mai observam ca limitele s;,1 < ¢ < k pot fi aleatoare, caz in care selectia
este cenzurata pe intervale aleatoare. Daca cenzura este de tipul I (vezi
formula (1.23) din subsectiunea 1.5.1), valoarea de cenzura C' de asemenea
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poate fi aleatoare, caz in care cenzura este aleatoare de tipul I. In fiabilitatea
programelor se folosesc de regula date cenzurate de tipul II, cu cenzura pe
intervale nealeatoare. Cand nu se va specifica faptul ca este vorba de date
cenzurate, se vor folosi valorile de de selecttie necenzurate t; = T; — T;_;.
Printre primele modele matematice ale fiabilitatii programelor sunt cele
care presupun ca numarul de erori N(t) existente la momentul ¢ este un
proces Markov. Unul din cele mai vechi modele din aceastd categorie este
modelul Jelinski-Moranda [16,25] (J-M) ce va fi prezentat in cele ce urmeaza.

2.1 Modelul Jelinski-Moranda

. Acest model [16,25,35] se bazeazi pe urmatoarele ipoteze:

(a) numarul initial de erori Ny, existente in program este un parametru
constant, necunoscut, ce trebuie estimat;

(b) o eroare detectatd este eliminatd instantaneu si nu se mai introduc
alte erori;

(c) intervalele de timp dintre aparitiile de erori consecutive sunt variabile
aleatoare independente, repartizate exponential (consecintd a faptului ca se
presune ca N(t) este un proces Markovian);

(d) toate erorile existente in soft contribuie in egald masura la intensitatea
de aparitie a unei noi erori.

S4 notam ® intensitatea de aparitie a unei erori, intensitate presupusa
constanta conform ipotezei (d). Deci la momentul initial intensitatea de
aparitie a unei erori in executia programului este No®. De aici rezulta ca
dupd ce au fost detectate si eliminate k erori (k = 1.2....). au mai ramas
No—k erori iar intensitatea aparitiei unei noi erori este functia descrescatoare
in k, ®(Ng — k).

Modelul isi propune sa estimeze parametrii necunoscuti ® si No. Datele
de selectie (observatiile statistice) sunt momentele 7;.1 <1 < n < Ny de pe
axa timpului operational cand apar erorile. Conform ipotezei (¢) lungimile
intervalelor dintre aparitiile consecutive de erori. adica t; = T;—T;_;, (1o = 0).
sunt independente si repartizate exponential de parametri

M) =@[No— (1 —=1),1 <i<ng (2.1)
adica t; are densitatea de repartitie dr

F(t:) = B(No — i + 1)e*Mo=i1te (2.1')
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In concluzie, daca { = (1;,12,...,1,) este vectorul de selectie dat, estimarea
parametrilor ®, Ny se va face cu metoda verosimilitatii maxime, pornind de
la functia de verosimiltate (necenzurata)

L(ti,t2, -y tn) = J] ®(No — i + 1)e”®No=i+1)t = (2.2)

=1

n
-® Y (No—i+1)t;

= (1Mo — i+ 1)) =

Ecuatiile de verosimilitate sunt

OlnL s 1 2
Mo ~ L No—itl X
oL n

n
—=——) (No—1+1)t; =0.
Acest sistem de ecuatii (neliniare in ®, Np) este dificil de rezolvat. Daca
eliminam pe ® din cele doud ecuatii obtinem ecuatia in Ny
No No—1 """ No—n+1 ¥, (No—i+1)t;
Solutia Ng a ultimei ecuatii se poate obtine prin metode numerice. Se arata
[16, 19, 35] ca solutia Np existd gi este unicd dacd si numai daca

n -1t Tk

(2.3)

=1 1=1 24
G- ]
adica g 1 1
Zml - Db . (2.4)
i b 20n—1)
sau N gp T 1
Zi:] W — 1n > ) (24//)
T, 2(n — 1)

Daca in inegalitatea precedenta se schimba sensul (adica se ia <), atunci se
arata ca solutia Ny — oc ceea ce nu are sens.

Intrucat condictia (2.4) nu este in general satisfacuta, rezulta ca mo-
delul J-M nu este realist intrucan nu are solutie Ny.. De fapt, in practica
se constata ca erorile nu au toate aceeasi marime (adica ipoteza (d) nu este
de regula satisfacutd), acesta constituind un alt motiv de a amenda modelul

J-M.
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2.2 Modele cu intensitatea aparitiei erorilor
descrescédtoare (DFI)

Observam c& functia intensitste a cdderilor A\(i) = ®(No — i + 1) in cazul
modelului J-M este liniara si descrescatoare in 7, fapt ce rezulta din ipoteza
(d) combinati cu (b). Este insd natural s3 presupunem [35] c& functia A(z) nu
descregte liniar ci mai degrabd este descrescatoare-convexa. Aceasta se poate
explica prin faptul ca la inceputul testarii sau utilizarii programului se de-
tecteaza cu precidere erorile "mari”, cele ce au ganse mai mari de aparitie, iar
ulterior se manifesta cele mai mici, mai ascunse”, care apar mai rar. Putem
de asemenea presupune cd dupa ce s-au inldturat toate erorile intensitstea
scade la zero, adicd A(Np+1) = 0. Un model in care intensitatea erorilor este
descrescatoare se numegte model DFI (prescurtare de la Decreasing Failure
Intensity) [16,19,29].

Vom prezenta mai intai forma generald a unui model in care A(1),1 <12 <
Ny este descrescatoare gi cunoscuta.

In acest caz, numarul de erori raimase N(t) este un proces Markovian
particular, anume, un proces de deces pur, N(t) = 0,1,..., No, cu repartitia
de forma

P[N(¢) = i] = pi(t),i = 0,1, .., No, ﬁ:p,-(t) _ 1 (2.5)

Din ecuatiile (1.19),(1.19’) se deduc ecuatiile diferentiale ale procesului nostru
de deces pur (ecuatiile lui Kolmogorov) si anume

PU(I) = —A(l )po(t), Pi(t) = _/\i+1])i(l) + Xip—i(t);1 €1 < No—1 (2.6),

Py (1) = M No)pag—i1(t).
Conditiile initiale naturale sunt

No
No(0) = 0, po(0) =1, pi(0) =0,i >0, 3 pi(0) = 1. (2.6').

1=0

Este adevaratd urmatoarea teorema [25,35]
Teorema 2.1. In conditiile initiale (2.6°), sistemul (2.5) are solufia

po(t) = e 10, py(2) = X(‘%(ez —e)
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pi(t) =Y AWYe;, i< No, €;=€e N0 << Ny (2.7)

i=0

No—-1 . /\(NO)
_ (No—-1) -
pNo(t)__ Z A.’i /\(]+1)( 7 1)

=0

unde

: A(3) 1) .. G =G
A = (i-1) O=_%4Y (28
P ENFD G D e A ;o (28

Demonstratie. Pentru i = 0 solutia este imediata. Intr-adevar, prima
ecuatie se scrie

=0

%lnpo(t) = —X(1), de unde po(t) = ce V!

iar din conditia initiald po(0) = 1 rezultd ¢ = 1, adicd prima formula (2.7).
Pentru : = 1 din (2.6) avem:

Pi(t) = =A(2)pa(t) + AM(1)po(t)

care este o ecuatie diferentiald cu coeficienti constanti si cu termen liber
(adicd po(t) = e=*M). Solutia generali a ecuatiei omogene este de forma

pi(t) = ¢y (t)e 1,

Functia ¢;(?) se determina prin metoda variatiei constantelor, tinand seama
s1 de termenul liber, adica,

(1) = ()= X(2)ey (1) = = A(2)ey (1)e AP 4 A(1) T

Ultima ecuatie in ¢;(t) are solutia generala

A(l) “I\(1)-
) = AM1)=A(2)]t kit
RURPTESTT Hh
Din conditia initiald p,(0) = 0, se deduce k; = _,\(i;(—lx(l)’ de unde

A1)
pi(t) = m(eo —ie1)
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adica formula (2.7) pentru ¢« = 1. Pentru 1 oarecare (1 < i < Nj,) formula
se demonstreaza prin inductie. Intr-adevar si presupunem adevarata (2.7)

pentru z — 1 cu Agi_l) dat de (2.8). Pentru 7 ecuatia (2.7) se scrie deci

P(t) = MG+ D)pi(t) + Ai)pica (D), pea(t) = 3 AT Ve,

i=0

Procedand analog cazului 7 = 1 rezolvarea se face succesiv prin urmatoarele
calcule

pi(t) = ci(t)e 2+

i—-1 .
) = ) = Mi + 1)lt) = NG + D0 4 2(0) T 46e,
7=0

i—1
C:(t) = eA(H—l)tA(z-) ZA§i~1)e_A(j+1)t,
i=0

J (i—l) i—1 i
ai(t) = A(4) ;) A DG D

Din conditia initiald p;(0) = 0, rezulta

e~PGHD-AG-1)] 4 g

k A > A
T l)]z:%)\(i+1)—/\(j+1)’
de unde
i—1 ;’l“_” _
pi(l) = [/\(i)g) Yo ])-’_ e J)(—[,\(.;+1)—v\(z+1)]!__

—/\(i)i .4§i_l) Jem At —

o A+ 1) =Xy +1)
_ i | Ag_i_]),\(i? A i | Agi-x))\(i? M)
DA+ -G+ 1) A+ = AG+1)

i—1 1
- (-1) @), _ @, .
=Y A Vej — A e,—ZAJ- Eje
=0 7=0
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Pentru : = Ny (ultima ecuatie (2.7)) avem

pNO - A(]V())p]vo ]( ) NO Z A(NO 1) _)‘(]+l)t

=0

Solutia generald este

No-—-1 A(N()) (No=1) —A(j
PN, (L) = — — LAV e (1) + kN,

Din conditia initiala pn,(0) = 0 rezulta

=AM vy
o= 256G+

deci Nt
o AN, _
=~ z /\(( 01 (No 1)[ €; — ]
7=0 J + )

care este ultima formula (2.7), ceeace demonstreaza teorema.
Daca se estimeaza in prealabil Ny, conform modelului J-M, atunci se
poate calcula probabilitatea ca pana la momentul ¢ sa se elimine cel putin ko

erori, adica
No

1= PIN() > ko] =1— 3 pi(8)
J=ko
ultima suma fiind probabilitatea ca numarul de erori ramase sa fie mai mare
decat kg.

2.3 Modele J-M cu repartitii DFI particulare

Asa cum am vazut mai sus, in loc de a presupune in modelul original J-
M. ca pe parcursul testarii unui program fiecare eroare existenta in acesta
contribuie in aceeasi masura la aparitia unei noi erori, este mai potrivit sa se
presupuna ca primele caderi sunt cauzate de erori care au o probabilitate mai
mare de aparitie. O astfel de presupunere are loc cand intensitatea caderilor
este data de functia putere

A(E) = ®[No — (i — 1)]%,1 < i < No (2.9)
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1ar faptul cd aceasta functie de ¢ descreste mai repede la inceput inseamna ca
ea este convexa, deci a > 1. (In cazul modelului clasic J-M tratat anterior,
aceasta functie este liniara si descrescatoare in ).

Modelul de tip J-M are, in ipoteza func{iei putere a ratei de aparitie a
erorii, trei parametri de estimat: |Phi, Ny, st . Dar aga cum vom vedea mai
tarziu, o valoare potrivitd a lui a este @ = 2, deci modelul va avea tot doi
parametri de estimat, Ny si ®, ca i in cazul modelului JM clasic . Acesti
parametri vor putea fi estimati prin metoda verosimilitatii maxime, in mod
asemanator modelului tratat in cele ce urmeaza.

¢ Un model DFI particular. Sa considerdm [25,35] functia descrescatoare
§i convexa pentru intensitatea caderii a z-a de forma

A(@) = ®[e PMo—i+D) _ 1], 1< i < N,. (2.10)

Aceasta functie descregte la inceput mai repede decat functia putere.

Vom indica o cale de determinare a estimatiilor (®, Ny, 3) folosind metoda
verosimilitatii maxime pentru parametri ce intervin in expresia intensitatatii
de aparitie a erorilor datd de (2.10). Se observa ca | = Log(L), unde cu L se
noteaza functia de verosimilitate, este

l=nlog® + ) log [e PNo—i+1) _ 1] _ @ Z[e’mNri“) —1)¢;
1=1 1=1
Ecuatiile de verosimilitate conduc la sistemul neliniar

ol n L P
e 2 = Z["'_J(AO_,H) _ ]]{1 =0
9 =

ol fz ¢—B(No—i+1) + 34)2 —BiNoit1)g, —
()/\0 ¢ —3(No—141) _

i=1

4 1)emB(No-i1) o
__—Z 07._*)("\0 2_{,])_1 +¢Z 0—1+1 B(No +1)

Notand X = (®, Ny, )’ vectorul tridimensional al parametrilor necunoscuti,
sistemul neliniar precedent se pune sub forma

X = ¢(X) (2.11)
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unde ¢ este functie vectoriala. De exemplu din prima si a treia ecuatie
obtinem respectiv

n —1
d=n Z[e”ﬁ(No—iH) —1)t;
=1
S O 1)t~e‘5(no—i+1) v Al — l)e—B(No—i+l))/( —B(No—i+1) __ 1))
n[®Yr, ¢t e—B(No—t+l) — Y1 1/(eBMNo=i+1) _1)]

iar dacd in a doua, simplificim mai intai cu B gi adaugam apoi 3 in fiecare
membru, adica

No =

_3(No_.+1) B(No—i+1)ts
E l § = 0—1 l
=8~ E' B(No—i+1) _ ® €

=1

obtinem gi cea de-a treia ecuatie care conduce la sistemul sub forma (2.11).
Pentru un astfel de sistem, cand are solutie, aceasta se determina prin relatia
iterativa

Xnt+1 = #(Xn), Xo — arbitrar (2.11)

care se repetd pana cand X,;; se stabilizeaza, adicd |X,41 — Xa| < €, ( cu
€ mic, dat). Solutia aproximativa

X = (Xat1 + Xa)/2

poate constitui vectorul estimatiilor celor trei parametri ®, Ny, .

2.4 Justificarea unor ipoteze ale modelului J-M

Ipotezele folosite in cazul modelului Jelinski-Moranda pot fi justificate pe
baza unor presupuneri intuitive plausibile.

Mai intai vom arata cum se justifica ipoteza exponenfialitatii, adica pre-
supunerea ca intervalul de timp dintre doua caderi are repartitie exponentiala.
Vom incepe cu cateva proprietati ale reparitiei exponentiale [6,12].

(1) Am vazut in capitolul 1 ca intervalul de timp dintre doud evenimente
(tranzitii) consecutive ale unui lant Markov este repartizat exponential. In
particular, intervalul de timp 7 dintre aparitiile a doua evenimente aleatoare

rare consecutive ce apar cu intensitatea ), (al ciror numar pe [0,t] este
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



50 Cap.?

repartizat Poisson())), este o variabild exponentiald de parametru A. Intr-
adevar, daca N(t) este numadrul acestor evenimente , atunci

p[N(t) = 0] = %“!Zfe-» _ o

de unde
P(r<t)=1-P[N(t)=0]=1—¢e.

(2) Densitatea de repartitie exponentiala este strict descrescatoare; mai
mult chiar, dacd ¢ este variabila exponentiald Ezp()) si t, At > 0, atunci

PO<E<A)>PE<EL<t+AL). (2.12)
Aceasta proprietate rezulta din relatiile
PO<SESA-PE<ESt+At)=1—e 4 —etH) 7! >
>1—e B 48 _ o~ (tHT) — 1 _ 7% 5 0,

(3) Repartitia exponentiald nu are memorie ( ca si procesele de tip Markov!)
in sensul ca Vi, t5 > 0,

PO<E<t)=PE<to+tlt>t)=1—e" (2.13)
Intr-adevar, avem

Pt <E<to+t) et — e (tot)

=1—e"t>0.
P({ > to) ¢~ to

P <to+ 1€ > 1) =

(4) Repartitia minimului de variabile exponentiale independente este tot o
variabild aleatoare exponentiala. Intr-adevar. daca & ~ Fap(A;).1 <1 < n.

atunci daca £ = min § avem
> 1<<n

P(E<t)=1-P(E>1)=1=P(& > 1)..P(& > 1) = 1—e (im0 (2.14)
(5) Pentru un At apropiat de zero avem
P(0 < ¢ < kAt) = kAL,

care se deduce din dezvoltarea in serie a expresiei

PO<E<At)=1—-€e, At>0
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(6) Suma de variabile exponentiale {; ~ Ezp();), 1 <1 < n, este o vari-
abilda Gamma, adicd ( = Y1, & ~ Gamma(Y ", Ai). Demonstratia acestei
afirmatii se poate face utilizand functia caracteristicd: se calculeaza mai intai
functia caracteristica a lui {, p¢(t) = E(e¢'), (ca produs de functii caracter-
istice ale variabilelor &; independente si identic-exponential repartizate ca
Ezp();)) si apoi se calculeaza functia caracteristica a variabilei Gamma si se
observa cd cele doud sunt egale. In cazul §; ~ Ezp(l), variabila suma are
parametrul n (intreg) si se numesgte variabila Erlang.

Sa trecem acum la justificarea exponentialitatii. Tinand seama de pro-
prietatile repartitiei Ezp()), rezultd ci intuitiv ipoteza exponentialitatii se
justificd. Vom da insd in cele ce urmeaza o justificare ce rezultd din insasi
particularitdtile unui produs soft [35].

Sa notam cu M multimea (discretad) a datelor de intrare ale unui program
al carei cardinal este finit |[M| < oo si fie M* C M, multimea datelor ce
cauzeaza erori. Intrucat aceste date de intrare sosesc rar pentru a intra in
executia programului putem presupune cd ele (ca evenimente) constituie un
process Poisson(w). Parametrul w este interpretat ca intensitatea testdrii,
caci cu intensitatea w sosesc datele in executia programului. Functia de
repartitie a intervalului de timp 7 dintre sosirile a doua erori consecutive
este F'(t) = P(7 < t) iar probabilitatea de a nu avea erori pe intervalul [0, ]

este ' ‘
Ft)=1-F() = (e—w;;‘)t)]) (M XJM ) (2.15)

formula ce se justifica astfel: primul factor din suma este probabilitatea de a
sosi J date pe intervalul de timp [0,¢) (probabilitatea Poisson), iar al doilea
factor inseammna probabilitatea ca cele j date sa nu contina erori; insumarea
reprezinta o mediere in raport cu valorile aleatoare ale lui j.

Daca notam acum A = (M*/M)w si interpretam aceasta ca ceea ce este.
adica intensitatea de aparitie a unei erori, atunci (2.15) devine

— C—wlcw(l—/\/w)t — 6—/\’. (2151)

Ultima formuld spune ca 7 ~ Ezp()), adica exponentialitatea este justificata.

Sa vedem acum de unde rezultd in modelul J-M ca (i) = ®(No —1 +1).
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Sa notam [25,35] M} numarul datelor de intrare ce pot cauza cea de-a k-a
eroare. Atunci, dupa ce s-a inldturat cea de-a i-a eroare, numarul datelor de
intrare ce pot cauza o noua cadere este

M*(i): Zo MJ',

7j=1+1

presupunand ci multimile M; ce determind erorile j = 1,2,..., No sunt dis-
juncte. Observam ca M*(i) este descrescatoare in :. Dacd presupunem ca
in modelul J — M ci toate erorile in program au aceeagi mdrime, adica,
multimile My sunt identice, My = My, k = 1,2,..., Ny, atunci rezultd ca
numarul de date de intrare ce cauzeaza o noud cddere este redus de fiecare
datad cu aceeasi constantd M, (notatd anterior cu ®). De aici rezulta ca
A(z) = ®(No — 1 + 1), adic3 intervalul de timp ¢; dintre a (i — 1)—a gi a t—a
cadere este Exp(®(No — ¢ + 1)).

S3 justificdim acum ipoteza ci rata DFI descrescitoare poate fi de forma
functiei putere consideratd in sectiunea 2.3. In acest caz presupunem (in
mod mai realist!) [25,35], cd erorile mai "mari” se elimind mai la inceputul
testarii programului.

Sa notam .

M=
No —1
numarul mediu de date ce pot cauza erorile ramase. Vom presupune acum
ca numarul de date M; ce cauzeaza cea de-a 1—a eroare este dc doud ort mai
mare ca numarul mediu de date ramase ce pot cauza erori. De aici rezulta
ca numarul de date ce vor cauza erori dupa ce s-a eliminat cea de-a (7 +1)—a
eroare este

No
_»‘1;_” = ;”W;‘ = ;’”H.] = Z Mj = QA”i =
J=1+1
No 2 No ]VO = ) 25 5 No
j=i+1 0 " j=i41 0 =141

De aici se deduce urmatoarea relatie de recurenta

. * No—i—-2w .,
AG+1) = —iL 2_%02__2% * =
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No—=i=2_ e A0)
= = — 1 —=2(Ng—1—1)—m—-——.
N()—i /\(l) (NO 1 )( 0 ? 1)(]\70_ 1)17\.'0

Pentru Ny mare, facand o notatie corespunzatoare, rezulta
A +1) = (No— 1)°®, sau A1) = (No — i + 1)2(I>

care este expresia intensitatii putere.

Daca am face ipoteza cd numarul de date M; ce cauzeaza cea de-a i1—a
eroare este de a ori numdarul mediu al datelor rimase ce pot cauza erori,
atunci, printr-un rationament asemanditor se giseste forma generald a inten-
sitatii "putere” de aparitie a celei de-a 1—a erori si anume:

(i) = (No — i + 1)°9,

adica este de forma (2.9).

2.5 ‘Modelul lui Schick-Wolverton

Acest model [1,35] foloseste ipotezele modelului J-M cu exceptia faptului ca
repartitia timpului ¢; dintre caderi consecutive este nu exponentiala, ci este
de tip Rayleigh (un caz particular de repartitie Weibull) si anume:

f(t) = ®(No — i + 1)t;e”z8No=H+DE, (2.16)

De aici rezultd ca rata cdderilor, notata aici cu r(z,1;), este r(z,t;) = ®(No —
1+ 1)t,, iar func{ia fiabilitate este

R(h) — (—¢(/\'0—z+1)1l2/‘2' (]16’)

Daca o cadere s-a realizat la momentul 7,_y atunci timpul mediu pand la
realizarea urmatoarei caderi este

o'e]

MTTF(i) = /% f(ttidt; = d(Ny — i + 1)/ 12e~ONo-i+ 1) /24
0 0

care dupa o integrare prin parti si dupa efectuarea schimbarii de variabild
= \/(I)(No — 1+ 1)t; devine

o 1/2
MTTF(i) = / ! e”‘?/zdti:[ T )] . (2.16")

0 /<I>(No—i+1) 20(No —1+ 1
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Trebuie sa subliniem faptul [35] ca ipoteza conform cireia intensitatea (rata)
caderilor depinde de timp nu este o presupunere buna. Aceasta ipoteza (a
modelului Schick-Wolverton!) conduce la un model realist daca timpul dintre
caderi consecutive ¢; se refera la cdderi hardware combinate eventual cu cader:
software.

Rezolvarea modelului Schick-Wolverton se face conform procedeului stan-

dard bazat pe metoda verosimilitatii maxime. Functia de verosimilitate este
L(t1,t2, s tn, No, ®) = (H ®(No —i + 1)t,-) e~ (/D L, oMot 1)},
=1

Dup3 logaritmare, notand [ = In L, obtinem sistemul ecuatiilor de verosimil-
itate

a n 1

_——— - —3 t2=
3% - 2;:_;(1\/0 i+ 1)t =0
ol ~ 1 L J
e~ o Ne—igl 22470

Daca notam

. 2n4+T*0 -
/\U 4 1= — t*d)—_ (21()
iar cea de-a doua devine
3 I Y (2.17)
224 O(T —at*) 2

Ecuatia (2.17°) are intotdeauna solutie in @ pe intervalul [0,1/(2n)] agsa cum
se poate vedea ugor. (Deoarece T* — it* > 0,1 < ¢ < n, notand cu ¥(®)
functia din membrul stang al lui (2.17") se deduce usor ca ¥'(®) < 0). Deci,
notand cu ® solutia ecuatiei (2.17’) (estimatia de verosimilitate maxima a
lui ®), din (2.17) se poate determina N, estimatia lui No.
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2.6 Modelul Markovian al lui Shanthikumar

Modelul este asemanator celui din sectiunea 2.2. Vom presupune [1,26,35]
cd N(t) este numirul de erori detectate si eliminate pe intervalul [0,1] iar
Ny este numarul erorilor initiale. S3 notam cu ®(t) intensitatea unei erori
ramase la momentul ¢. (In cazul modelului J-M, ®(t) = ® = const). Deci
dacd s-au eliminat n erori, atunci intensitatea de aparitie a unei noi erori
este

A(n,t) = ¢(t)(No — n).
Rezultd cd procesul stochastic N(t) este un proces de nastere pur, care ia
valori intre 1 gi No. Pentru a afla probabilititile P,(t), t >0, 1 <n < Np
vom folosi sistemul ecuatiilor diferentiale ale lui Kolmopgorov gi anume

Py(t) = —No®(t) Po(t)
P(t) = (No—n+ 1)®(t)Poo1(t) — (No — n)®(¢) Pu(t), 1 <n < Ny (2.18)
care are conditiile initiale
P,(0) =0, n > 0, Py(0) = 1. (2.18")

Are loc urmatoarea teorema
Teorema 2.2. Sistemul de ecuatii diferentiale (2.18) cu conditiile initiale
(2.18°) are solutie unicd de forma

Po(t) = Cy [a(D)1™ 1 — a(t)]", 0<n < No, a(t) = e o ®®0%  (2.19)

Demonstratia se face asemanator celei din sectiunea 2.2. Se observa ca
dupa aparitia celei de-a n-a erori expresia functiei fiabilitate este

h)(t) — (—(No—n)j; P (u)du — [(lf(f)]‘\b_“. (2191)

Formula (2.19) este cea a repartitiei binomiale de parametri (a(t),n) din care
cauza modelul se mai numeste de tip binomial [25].

Sd mai observam ca daca ne intereseaza fiabilitatea la momemtul ¢ ulterior
momentului T;_; al ultimei caderi, aceasta este:

; T;+t
R(t|T,_,) = e—(No—z+l)fT'_ ®(u)du (2.20)
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iar rata caderilor la momentul ¢ € [T;_;,T;) este
MG A|Tiey) = (No — i + 1)®(Ti_y + ). (2.20')

Se deduce din cele de mai sus ca functia de repartitie a variabilei aleatoare
T;: (adicd a momentului de timp ciand apare ciderea sau eroarea a i-a) este

No No ) .
P(Ti <2) = PIN() > i) = 3 B(z) = L Ja(a) ™1 — a(a)F. (221

j=i

Dacd notam cu U(t) = No — N(t) numirul de erori ramase la momentul
t atunci probabilitatea ca numarul de erori ramase sa fie ¢ este

P[U(t) = q] = CL[a())'[1 — a(t)]™~. (2.22)

Daci insd ne intereseazi probabilitatea conditionatd P[U(t) = ¢|N(t) = m.]
unde t > ¢, si N(t.) = m,, atunci din (2.19) rezulta ca

PlU(t) = q|N(t) = m,] = C;Ivo-m,[a(ﬂte)]q[l _ a(tlte)]N°_m°—q,

—f¢(u)dn
a(t|te)) =e ‘e : (2.22")
Datorita formei binomiale a probabilitatii (2.22) rezultd ca numarul mediu de
erori rimase la momemtul ¢, v(t) si dispersia acestuia sunt respectiv [25,35]

v(t) = E[U(1)] = Noa(t), Var[U(t)] = Noa(1)[1 — a(t)]. (2.22")

2.7 Alte generalizari ale modelului J-M

Ipotezele modelului J-M pot fi usor modificate pentru a produce noi modele.
Vom prezenta in cele ce urmeaza doua astfel de modele.

e Model cu erori detectate aleator [25.35]. Desigur, toate erorile de
executie se detecteaza si se elimind mai mult sau mai putin aleator. Aici
vom presupune ca daca s-au detectat ¢ — 1 erori. acestea s-au eliminat cu
probabilitatea p,0 < p < 1, adicd numarul mediu de erori eliminate dupa
detectarea celei de-a (i — 1)-a erori este p( — 1). In acest caz, rata de aparitie
a erorii (rata caderilor), mentinand celelalte ipoteze ale modelului J-M, este

A(i) = ®[No — p(i — 1)] = p@[-2 — (i — 1)) (2.23)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Modele markoviene pentru fiabilitatea programelor 4]

Rezolvarea acestui model se va face exact ca cea a modelului J-M original
daca se fac in prealabil notatiile

N
* = pd, N;=—. (2.23)
p

Parametri (®*, Nj) se estimeaza deci din modelul J-M dedus prin trans-
formirile (2.23’) adici se obtin estimatiile & No Dar in acest fel, parametrul
p ramane neestimat. El se poate estima fie prin altd metoda, ﬁe aplicand
direct metoda verosimilitatii maxime. Functia de verosimilitate este

L(t1,t2, -y tn; No, @, p) = [T [®(No — p(i — 1))~ ®WNo-r(=0] - (2.24)
i=1
care conduce la urmatorul sistem al ecuatiilor de verosimilitate

OlnL n &
00 @ ; °

Olnl & 1 ,
aNO—Z————NO_ (z_l)—(I)Zt_O (2.24")

a & i—1
a_p:ZYV_o_-(——-i—(pZ(z_l

=1

Acest sistem neliniar in cele trei necunoscute Ng, @, p, se poate rezolva nu-
meric asemanator sistemului obtinut pentru modelul Schick-Wolverton.

e Model bazat pe coeficientul de expunere la aroare. In acest
caz parametrul ® ecste interpretat ca un cocficient de expunere la eroare
(FEC=Failure Exposure Coefficient) [25] care depinde de numarul de erori
eliminate j. Deci in expresia intensitatii erorilor vom avea ® = k(j). iar
repartifla exponentiala a timpilor dintre doua caderi consecutive va avea
parametrul

A7) = k(5)(No = J)- (2.25)

Se presupune ca FEC k(j) este o functie liniara in j de forma

) ki —k; .
k = k; )
(7) N
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unde k; si k; sunt respectiv FEC-initial si FEC-final, care sunt parametri
necunoscuti impreuna cu Ny. Notand a = ky — k;, rezulta

) . a .
A7) =kiNo +aj — ']712,
1)

unde parametri necunoscuti ce trebuie estimati sunt Ny, k; si a.
Functia de verosimilitate este in acest caz

L(t1, ..., tn; o, kiya) = H(k No+aj— _]2) g - ), (kiNo+aj—a/(No)s*)t;
3=1 :

g1 notand ca de obicei [ = log L obtinem sistemul ecuatiilor de verosimilitate
$in Ny, k;,a

ki + %52
=¥ N —E(k+ 2J)t—o
3No kiNo+aj — §-32 5 N,

J J

ol No
k= e RNora— i =0

lj2 j2
= = —2—t;] =0.
Jda ZkNo—i-a] azj:(" No J)

Acest sistem neliniar in Ny, k;, a se poate rezolva numeric in mod asemanator
celor de mai sus.

(2.26)

2.8 Alte Modele Markov

e Modelul lui Kremer. Vom face unele presupuneri privind eliminarea ero-
rilor din program [1,2,25]. Notam A({)= rata caderii programului determinata
de aparitia unei erori la momentul ¢ si presupunem ca probabilitatea de a
elimina o eroare este p, probabilitatea de a nu elimina o eroare este g. 1ar prob-
abilitatea de a elimina incorect o eroare este r,p+ g+ r = 1. Atunci N({) =
numarul de erori ramase la momentul { este un proces de nastere st deces cu
intensitatile de natalitate v, (t) = nv(t), ua(t) = nu(t),v(t) = rA(l),p(t) =
pA(t). Ne intereseazi repartitia procesului N(t) adica P(N(t) = n) = Pu(1).
Cu aceste notatii ecuatiile lui Kolmogorov se scriu

Py(t) = p(t) Py (1) (2.27)
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PA(1) = (n=1)0() Paca ()= n[a(O)+ (D)) Pa(8) +(n4 1)pa(8) Paga (1), n = 1, eey No

iar conditiile initiale naturale sunt

_ (1, daca n= Ny
P"(O)—{O, daca n# Ny’

Solutia sistemului (2.27) este

Po(t) = [a(t)]™

min(Ng,n) . . . .
Pa(t) = Z_(:) CroCen—int [ BT [L = a(t) = B, n 2 1,
- (2.27)
1 et
a(t)=1- oK B(t)=1- O + A1) A(t)’

o= “Muw)du, A(t) = r / “A(w)e"™du.

Acest model este general, dar aplicabilitatea lui depinde de posibilitatea de
estimare a parametrului Ny si a parametrilor p si r precum si de forma functiei
A(t) care de asemenea trebuie cunoscutd sau estimata.

eModelul lui Kubat. Acest model se refera la fiabilitatea unui software
modular. Se presupune ca produsul software este format din M module care
trebuie sa execute K task-uri. Un task poate apela mai multe module si
un modul poate fi apelat de mai multe task-uri. Se presupune ca tranzitiile
dintre module sunt modelate de un proces Markov. Cunoscand intensitatea
caderii a, a fiecarui modul 7. 1 <7 < M. probabilitatile de tranzitie si maniera
de executie a modulelor si task-urilor. se poate descrie un model Markov
din care sa rezulte cateva caracteristici de fiabilitate. Din presupunerea ca
procesul este Markovian rezulta ca probabilitatea ca sa apara cel putin o
cadere in timpul executiei task-ului k& cand se apeleaza modulul 1 este

L= Pk) = [ e out)dt 1 i <M<k K, (228)
0

unde g;x(?) este densitatea de repartitie a timpului de executie a modulului

1 de catre task-ul k.
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Daca N;(k) este numarul de apelari a modulului 7 de cédtre task-ul k,
atunci valoarea medie a acestuia este

ai(k) = E[Ni(k),1 <i<M,1<k<K (2.29)

§i ea poate fi obtinutd prin procedeul cunoscut pentru procesele Markov
rezolvand ecuatia

M
ai(k) = qi(k) + Zp,-j(k)aj(k), 1= 1wy MR = Ly K (229')
j=1

unde g¢;(k) este probabilitatea ca task-ul k si apeleze pentru prima data
modulul i, iar p;;(k) este probabilitatea ca task-ul k si apeleze modulul j
dupa ce a apelat modulul :. Folosind marimile introduse anterior, rezultd ca

probabilitatea 7 (k) de a avea cel putin o cidere cand se ruleaza task-ul k
este

m(k)=1- ﬁ[l — P(K)]*W k=1,..,K. (2.30)

Pentru sistemul software, intensitatea caderii este

K
/\s = Z Tkﬂ'(k), (2.31)
k=1

unde 7 este rata sosirii (in executie) a task-ului k. Acum se poate scrie
formula pentru fabilitatea sistemului la momentul ¢ cand el a avut ultima
cadere la momentul ¢.. adica

R(tlt,) = ¢t (2.31)

e Un model de disponibilitate. Acest model. datorat lui Trivedi si
Shooman [1,25,35], este un model care se referd la disponibilitate. Disponi-
bilitatea unui produs software este probabilitatea ca acel produs sa fie in
stare de functionare la momentul . Sistemul software este privit in acest
caz ca un sistem reparabil; el se gaseste in starea de functionare starea 1,
sau in starea de ne functionare starea 0, stare in care este reparat. Initial
(la momentul ¢ = 0) se presupune c& sistemul este in stare de functionare.
Problema disponibilitatii se pune cand se abordeaza functionarea sistemului

hard in combinatie (sau concomitent) cu functionarea software-ului si este
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Modele markoviene pentru fiabilitatea programelor 61

interesant sa se cunoasca daca sistemul se afld in stare de functionare la un
moment ”crucial” ¢, adicd este disponibil la momentul t. Modelul de care ne
ocupam este de tip Markovian. Se presupune ci se da rata caderilor A(t)
care reprezinta frecventa cu care au loc trecerile din starea de functionare in
starea de cidere la momentul ¢ i de asemenea se cunoagte functia p(t) (rata
reparatiilor) care reprezintd frecventa cu care au loc trecerile din starea de
cidere in starea de functionare la momentul ¢. S& notdm de asemenea p;(t)
probabilitatea ca sistemul sa se afle in a :—a stare de functionare la momen-
tul ¢, ¢ =n,n —1,... §i sd notdm ¢;(t) probabilitatea ca sistemul sa se afle in
a i—a stare de cadere la momentul ¢, ¢ = m,m — 1,... Aceste probabilitati
satisfac sistemul de ecuatii diferentiale ale lui Kolmogorov:

Pa(t) = = A(@)pa(t),

P i(t) = =A)Pn—i(t) + p(t)Gm—is1(t),7 = 0,1, ...; (2.32)
Tpi(t) = —p(t)gm—i(t) + A(t)pa—i(t),i = 0.1, ..

Conditiile initiale naturale sunt
Pn(0) =1, pk(0) =0, cand k # n.

Solutiile sistemului (2.32) (cand A(t) = At, u(t) = pt) sunt

P Y Y LI[(=1) e N 4 (1) dy;)
Pa-ilt) = (ﬁ) > (= NG J) (239

unde
0. daca 53 =0

c; =4 1. daca j=1, (2.33)
(';7;;_] altfel

d = 1 daca j=0
T\ Clfioy altfel

1ar, in mod asemanator

L[ A )iﬂ e Giat (1) e 4 (—1)]
Qm-i = — | —— e - - . 2.34
(u 3 2 =N =) (2:34)
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Disponibilitatea la momentul ¢ este deci

A) = 3 pas(t).
k=0

Solutiile de mai sus au fost determinate cand A(t) = At, u(t) = pt, adica sunt
functii liniare, adica intr-un caz simplu. Un alt caz interesant se poate obtine
cand

Mt) = e, u(t) =1/(1+ &) (2.35)

unde a,b,r sunt parametri necunoscuti.

2.9 Modele cu date cenzurate

Exista mai multe moduri de a defini date cenzurate [8, 17]. Datele tempo-
rale cenzurate de tipul I (durate in functionare) se caracterizeaza prin faptul
ca ele sunt obtinute fie la cadere, fie dupa ce sistemul a functionat pana la
un anumit timp de cenzurd T. Deci o oprire a programului necauzata de o
eroare intr-un experiment nedefinit ca duratd poate fi privitd ca un eveni-
ment cenzurat. Datele cenzurate de tipul II sunt acelea care specifica inter-
valele de timp (a;, a;41], 0 = ap < a1 < a2 < ... < ai in care au loc erorile si
frecventele s;,1 < j < k ale acestor erori pe intervalul (a;, a;41], Zle 8 =M=
numarul de erori observate pe intervalul (0,a,]. Intervalele de cenzura pot
avea limitele a¢j,1 < 7 < k constante sau aleatoare, de repartitie cunos-
cuta. Presupunem ca momentele la care se observa opririle programului
sunt [2,8,17] T; si duratele dintre opriri (pe axa timpului calendaristic) sunt
ti=T,—T;—1, To—0,1 <1 < n.Datele cenzurate de tipul I sunt y, = t,VT =
min{t;,,T},1 < i < n.iar datele cenzurate de tipul 11 ( cind intervalele de
cenzura sunt (a;,a;4]). sunt s;,1 < j <n.

Vom folosi urmatoarele notatii in plus fata de cele precedente: inter-
valul de timp [0, 7] pe care se inregisireaza opririle este divizat in intervale
7 = (@i-1, a;]. Aceste intervale sunt de forma (a;, a!]U(a?, a;41), @} < a} inter-
valul (a!,a”] fiind interval de timp de lenevire cand programul std neactivat.
Deci momentele de oprire a; ale programului pot fi momente de oprire cu
cddere sau momente de oprire fard cadere. Fie b; = x(a;) valoarea functie:
indicator a momentului de timp a; si My = Z;?:l b; numarul opririlor cu
cadere pana la momentul a;. Datele sunt cenzurate (cenzura de tipul II cu

date grupate, cu limitele intervalelor de grupare nealeatoare) in sensul ca noi
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Modele markoviene pentru fiabilitatea programelor 63

nu putem inregistra exact cdderile, ci putem preciza numai intervalele de
timp 7; in care au loc caderile. (Pe un interval 7; = (a;,a;_;] pot sa nu aiba
loc caderi!. Cand opririle ce au loc nu sunt cauzate de erori spunem ca sun-
tem in cazul demonstratiilor de software). Datele noastre sunt deci (t;, b;), si
sunt presupuse a fi variabile aleatoare independente stochastic.

e Modelul J-M cenzurat [17]. In ipotezele modelului J-M avem rata
caderilor si functia fiabilitate date respectiv de formulele

h(t) = hi = ®(No — Mi1), t € i, Ri(t) = e (2.36)
Daca oprirea : la intervalul de interoprire ¢; este o cadere, atunci
P(b; = 1,z; <t; < z; + dz;) = fi(z:) (2.36")
iar daca aceasta nu este o cadere, atunci
P(b; = 0,t; > z;) = R(z;). (2.36")
De aici rezulta ca functia de verosimilitate este

L{(b1,11), .oy (buy t)] = [TUF ) [Ru(t)]' ™. (2.37)

Din (2.37) rezultd ca daci opririle non-caderi sunt mai multe decat opririle
caderi (ceeace este de presupus in practicd), atunci functia de verosimilitate
este dominatd de datele cenzurate, deci modelul cu date cenzurate este le-
gitim de considerat. Daca tinem seama de (2.36) si de faptul cd fi(z) in cazul
modelului J-M. este densitatea exponentiala de parametru ®(Ny — M;_;),
atunci logaritmul functiei de verosimilitate este

l = Z[bilog(‘\'“ = 1’”1'_] ) + bJO(]((b) - l)i(.\vo = “L‘_] )d)l,

1

—(1 = b;)(No — M;_)®1,]. (2.38)
Ecuatiile de verosimilitate sunt
al b;

— = — —®;| =0

dNo ; [No - M, }
al b; No — M;_,
e —_— O ——— =
7= 3 w0 =
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care se pot pune sub forma

b
2 No— M;_, Bl

d

6 = NOTn = z t,'M,'_l, d= Zb: (238’)

unde d este numarul datelor necenzurate iar T, este momentul ultimei opriri
a programului. Eliminind pe @ din ecuatiile (2.38’) se obtine o ecuatie in
Ny care se poate rezolva prin metode numerice iterative.

In cazul demonstratiilor de software (cand opririle sunt fira caderi) avem

h(t) = hi = No® = h = const.
gi deci functia fiabilitate este

L{(t1,b1), .., (tn, bu)] = [T [he™™ ] [e7]'

iar parametrul necunoscut este h. Ecuatia de verosimilitate pentru h este

OlogL, . q
S = E;:[b'/h -t]=0

de unde rezulta estimatia

2ibi _ i (2.39)

Yiti Ty
Ultima formuld ramane adevirata daca notam A;= numarul de caderi pe
intervalul 7; (limitele a; sunt extremitatile intervalelor de cenzurd) si con-
sideram A;,1 < i < k variabile aleatoare Poisson(ht;). independente. Intr-
adevar, functia de verosimilitate este in acest caz

h =

]\.
(h‘li)kt —ht,
.1 €

L[k, 12), oy (ks )] = [T

1=1

unde n este numarul total al ciderilor. Ecuatia de verosimilitate pentru h
ne conduce la estimatia
7 Zi ki _n

n n
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(In ultima formuld avem de fapt T,, = a;). Se observa c& in cazul demonstratiilor
de software, modelul J-M cu date cenzurate nu se reduce la cel clasic (fara
date cenzurate), acest fapt nefiind convenabil pentru aplicatiile practice. De
aceea vom presupune in loc de (2.36) ca

h(t)=a+ BM;_,t € 1,1 = 1,2,... (2.40)

iar dupa construirea functiei de verosimilitate se deduc urmatoarele ecuatii
(din conditia de maxim a log-verosimilitatii) pentru parametrii a, 8

b; B
= |ersms =0

i

bi
> [m: - ti] M;., =0. (2.41)

i
Solutiile &, 8 ale acestui sistem se obtin cu ugurinta prin metode numerice.

eModelul Schick-Wolverton cenzurat [17]. Presupunem cd functia
rata caderilor este de forma

h(t) = @[No — M,'-l](t — t,'_l),t €T (242)

deci functia fiabilitate este

2

Ri(t) = P[t; > tltl, ...,in] = e_d’(NO_Mu—l)%I .
De aici rezulta functia de verosimilitate

t 03 (1=b)(No-M,1)
L(ty g oo tys . No) = [T U(No = Mi)t,0)" e = (2.43)

=1

iar ecuatiile de verosimilitate ale parametrilor Ny si @ sunt

n b 1
S S—— T
Z[NO—M,-_I 2 ]

=1

= 0. (2.44)

71
1=

bi _lq)tQ NO_Mi—l
“|No—M_, 2 ° o
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Ca si in modelul J-M, si aici, modelul cu date cenzurate pentru demonstratii
de software nu se reduce la cel clasic ( de tip Schick-Wolwreton). De aceea
vom modifica ipoteza (2.42) astfel

h(t) =a+ (,3 + 'YMi—l)(t — t,'_l),t € T;. (245)

Procedand ca in cazul celorlalte doud modele precedente se obtine pentru
parametri a, 3, v sistemul de ecuatii

b; ]
2'-: [a +(B+TMi)t: ti_

b; 1]
: —=t;|t;=0 2.46
2;: [a +(B+ M)t 27 1290)

b; 1
: — ;| t;M;_1 =0
2.': [a+(ﬂ+7M~_1)t,~ 2 '

care se rezolva de asemenea prin metode numerice.

e Modelul J-M cenzurat de tip geometric [17]. In acest model
(nestudiat anterior in cazul necenzurat) se presupune ca

h(t) = DO®M: t € T, (2.47)

unde D, ® sunt parametri necunoscuti. Tinand seama de faptul cd functia
fiabilitate este

Ri(t) = P(t; > U]ty ....1,) = e PO,

se consiruieste functia de verosimilitate conform formulei (2.37) care in final
conduce la urmatoarele ecuatii de vrosimilitate pentru parametrii ). ¢

Z |:b_[’) _ q).\l,tl] =10

v

b

25— 2
Rezolvarea sistemului neliniar (2.48) se face de asemenea prin metode nu-
merice, iterative. Se observa ci in cazul h(®) = 1 avem h = constant, adica

suntem In cazul demonstratiei de software.
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e Modelul cenzurat al lui Littlewood-Verall [17]. Presupunem ca
functia rata caderilor este de forma

«

(t,' — t,'_l) + \I’(Z)’

h(t) = ten¥i)=B+1M, (2.49)

unde 7; sunt intervalele de grupare. Atunci functia fiabilitate cu care se
construiegte functia de verosimilitate este

Ri(t) = P{t: > t|ts, o tn} = [1 + w_iij]_a' (2.50)

Tinand seama de (2.37) si logaritmand functia de verosimilitate se obtin
ecuatiile de verosimilitate

> [% +log(B) +YM;) — log(t; + B + %M;)] =0

Z[ & b+éa |

= 1B+ 4M; _ti+,BA+'A7Mi -

Z[ & b, + & ]M,-ZO.

i B:ﬁme ti+/3'+:7Mi

Se observa ca ca solutia modelului in acest caz revine la h(t) = 0. De aceea

putem lua h(t) de forma

G

t—tiy+B8+yM;’

h(l) = a¢ + ter

dar g1 in acest caz intervine un inconvenient deoarece avem de estimat patru
parametri. O alegere mai buna a functiei h(t) este

BM;

() = 0+ i

tETi.

Ecuatiile de verosimilitate ale modelului cenzurat sunt in acest caz

bi(t: +7)
7 La(t: +4) + BM;

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

—bit,‘ =0



68 Cap.?

Z[ blls + 3) M log(l-}-%l)]/\/h:ﬂ

T Lé(t; ’?)+B

b; 1 1 .
—— — —+ ——| fM; = 0.
z,: [a(t,- +4)+8M; v L +7]

O solutie triviald a acestui model este

M;
n Z b,'t,' ’

a=

B =0, 4 =oarecare

iar valoarea maxima a functiei de verosimilitate este
L =aMn exp(—aZt )-

Se poate intampla ca sistemul precedent si admita si alt punct de extrem.

Soluctia cea mai buna este aceea care conduce la o valoare mai mare a functiei
de verosimilitate.
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3 Modele bazate pe procese Poisson neomo-
gene

Aceste modele se construiesc in ipoteza ca numarul de caderi N(t) observate
pe intervalul [0,%) (adicd numadrul de erori detectate si eliminate pe acest

interval de timp), este un proces Poisson neomogen PPNO de medie m(t) =
E[N(t)] > 0. Deci

P[N(t) = k] = [—ml(cf—)]ke—mm. k=0,1,2,..

Dacd notdm N(t) = N(oo) — N(t), numarul de erori rdmase la momentul ¢,
atunci

E[N(t)] = m(o0) — m(t)
[m(o0) — m(®)]*
k!
Tinand cont de precizirile din Cap.I rezulta ca fiabilitatea la momentul to+1

conditionata de faptul cd programul nu a cazut pe intervalul ¢o, %o + ¢ este

P[N(t)=k] = e m(e)-m®] k=1 2, .. (3.1)

R(t|to) = e~ mtott)—m(to)] (3.2)

O carazcteristicd importantd a fiabilitatii unui program este timpul mediu
cumulat dintre cdderi la momentul t,t € (0,00), CMTBF(t) (Cummulative
Mean Time Between Failures) care va fi notat W(t). Relatia intre m(t) si ()

este

W(t) = (3.2))

iar daca notam cu 17,7y, ... 1,,. T; < T;4y, 1 <1 < n — 1 momentele de timp
observate ale caderilor, atunci estimatia lui W(t) este

T I, "
b(t) = =2, Ty <t < o, (3.2")

Daca insa m(t) se estimeaza pe alta cale (agsa cum se va vedea mai jos) atunci
pentru estimarea lui W(¢) se poate folosi formula (3.27).

Modelele bazate pe PPNO presupun ca datele de selectie sunt cenzurate
pe intervale, adica valorile de observatie sunt ny, ng, ..., nx unde n; = numarul
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de caderi detectate pe intervalul [s;_;,s;),s0 = 0,72 = 1,2,....k, unde n; +
ng + ... + nx = n. (Intervalele de cenzura sunt determinate de punctele date
0 =59 < 81 < ... < sk). De aici rezulta ca functia de verosimilitate este

k

L(n|ny,na, ..ng) = H [m(si—l)n:!m(si)]m]e[m(ai)-m(s.'-ll' (3.3)

- =1

In general, functia de fiabilitate depinde de parametri necunoscuti (aga cum
vom vedea mai jos), care se estimeazd din conditia L = maz (adicd se es-
timeaza cu metoda verosimilitdtii maxime).

S4 amintim citeva proprietati ale PPNO:

(1).Suma unor procese Poisson N;(t),1 < i < r de parametri m;(t) este
tot un PPNO notat N(t), de parametru m(t) = YI_, mi(t);

(2). Orice PPNO N(t) se poate transforma intr-un alt PPNO N*(t) =
N(a(t)) (adica prin transformarea ¢t — a(t)), avand media m*(t) = m(a(t)).

In particular, dacd m(t) este inversabild, atunci transformarea a(t) =
m~1(t) conduce la procesul Poisson N*(t) = N(m~!(t)) care este un pro-
ces Poisson omogen PPO avand media m(t) = t (adica un proces PPO cu
intensitatea constanta egald cu 1).

Sa amintim ca intensitatea PPNQO este

A(t) = ir%t), m(s) = [ At)dt (3.4)

care se mai numeste si rata periculozitdfii, denumire ce provine din de-
mografie.
In cele ce urmeaza vom prezenta cateva modele partriculare bazate pe
PPNO, adica modele ce corespund unor forme particulare ale functiei m(?).
Functia m(?) a fiecarui model depinde de niste paramatri 6. .... 05 ce se
estimeaza cu metoda verosimilitatii maxime sau cu metoda celor mai mici
pdtrate asa cum se va vedea mai incolo.

3.1 Modelul lui Goel-Okumoto (GO)

Ipotezele acestui model sunt urmatoarele [2. 30, 35]:

-Toate erorile sunt independente si au aceeasi sansa de aparitie;

-Toate erorile detectate sunt eliminate instantaneu si nu se mai introduc
alte erori;

- Numarul N(t) de erori detectate pana la momentul ¢ este un PPNO
avand media

m(t)=a(l—e), a>0,b>0 (3.5)
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iar N(0)=numarul initial de erori este o variabila aleatoare Poisson.
Din ipotezele de mai sus rezulta

A(t) = abe™, m(c0) = a,m(0) =0
iar numarul mediu de erori ramase la momentul ¢ este 0
E[N(t)] = m(c0) — m(t) = ae™™. (3.6)

Daca ultima cidere a programului a avut loc la momentul s, atunci functia
de fiabilitate conditionata este

R(t|s) = el =7+, (3.6

Sa vedem mai intai cum se justifica formula (3.5) a mediei m(t) in cazul
modelului Goel-Okumoto. Acest fapt rezulta din ipoteza ca numarul de erori
ce se detecteaza in intervalul [¢,t + At) este proportional cu numarul de erori
ramase, adica

m(t + At) — m(t) = bla — m(t)].At (3.7)

unde b este o constantd de proportionalitate iar a este numarul mediu de
erori initiale. Din (3.7) rezulta ecuatia diferentiald

m/(t) = bla — m(t)] (3.7

a carei solutie este (3.5) adicd chiar media PPNO in cazul modelului GO.
Sa vedem acum cum se estimeaza parametrii a, b ai modelului GO. Functia
de verosimilitate (3.3) este in acest caz

k a e—bs,_l _ e—bs, T :—n[r—l"'—l—(_b"'l]
L(ny,ng, ....ng) = H[[ ( 21]' ‘ (3.7)
=1 L
Se observa ca
k k k k
l=InL =Y nin[c —e”bs']—Za[e_hS"‘ —e =3 In(n!)+ Y nilna.
1=1 1=1 1=1 =1
(3.7)

Din conditiile de minim pentru functia de verosimilitate rezulta sistemul

k
o L ko |
2= _ (e—-bs._l _ e—bs,) =0
da a g
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al i ni(sie”bs'—‘ = s,-_]e"’s")

—bsy
— = — asie =0.
db Z e=bsic1 — b

i=1

Prima ecuatie a sistemului se mai scrie

n

a:m, n:zt:n' (3-8)
§i eliminand pe a din cea de a doua ecuatie obtinem

E ni(sie7b%-1 — 5;_1e7%) NSk _p,,
- e %k,
e—bs,'_l — e—bs“ 1 . e—bsk

(3.8

Ecuatia (3.8’) se rezolva numeric in b obtinandu-se estimatia b, iar din (3.8)
se obtine estimatia a a lui a.
Forma (3.5) a modelului GO se poate generaliza si anume, considerand

m(t) = a[l — e (3.9)

unde a reprezintd numarul mediu de erori existente in program la momentul
initial, b este un parametru de scald, iar c este un parametru ce caracterizeaza
calitatea testului [25] cu care se detecteaza erorile. Intensitatea caderilor este
in acest caz

_dm(t)

A(t) = abet“ et (3.9")

3.2 Modele bazate pe PP NO ”in forma de S” [25.35].

In modelul GO functia m(t) este crescatoare pe (0, 00) si convexa. Aceasta
se intampla datorita ipotezelor ce stau la baza modelului GO. printre care
ipoteza ca erorile din soft ar fi independente si "de aceeasi marime™. Dar
de fapt erorile nu sunt nici independente si nici de aceeasi marime sau
importanta. La inceputul testarii unui soft unele erori sunt acoperite de alte
erori ce nu sunt inca detectate.Erorile acoperite nu pot fi detectate pana nu se
inlatura erorile care le acopera. Deci defectele softului inlaturate la inceput.
nu descresc foarte mult intensitatea caderilor deoarece aceleasi date de test
inca pot conduce la ciaderi cauzate de erorile acoperite. Aceasta conduce la o
crestere a ratei caderilor la inceputul testarii. In schimb mai tarziu erorile
mari cauzatoare de caderi sunt deja inlaturate si erorile mai mici pot cauza

atunci erori, fapt ce determina o crestere mai lenta a ratei caderilor. Aceste
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considerente conduc la ipoteza realista ca functia m(t) trebuie sa aiba un
grafic in formd de S, adica la inceput (pentru ¢ mic) functia creste mai rapid
avand forma convexa, iar mai apoi creste mai lent avand forma concava.

Alta explicatie a modelelor "in forma de S” este aceea ca testarea pre-
supune un proces de tnvdfare prin care oamenii care testeaza programe se
familiarizeaza mai intai cu acestea si cu tehnica testarii, apoi devin eficienti
si pentru un timp detecteaza mai repede erorile, iar dupa ce erorile mai im-
portante si cele "ascunse” sunt inlaturate, erorile ramase se detecteaza din
ce in ce mai rar. Din aceste cauze numarul mediu de erori m(t) are un grafic
in forma de S.

e Un model tipic bazat pe PPNO, in formd de S este cel care are
media de forma [35]

m(t) = a[l — (1 + bt)e*],a > 0,b>0 (3.10)
iar intensitatea caderilor (rata periculozitatii) este
At) = d";—ft) = ab’te (3.10")

unde a este numarul initial de erori ce trebuie detectate iar b este rata de
detectare a erorilor.

De aici rezulta numarul mediu de erori ramase in soft la momentul ¢ si
anume

m(t) = m(co) —m(t) = a — a[l — (1 + bt)e™®] = a(1 +bt)e ™. (3.10")

Parametrii a si b se estimeaza cu ajutorul metodei verosimilitatii maxime,
conform procedeului obisnuit.

e Modelul lui Shagen [1, 35]. Un alt model in forma de S, datorat
lui Schagen. este cel care presupune cd media PPNO este

gt /\2((—,\11 . t.—,\zt)

/\2 — )\1
unde a, A, A, sunt parametri ce trebuie estimati. Ei se pot estima cu ajutorul
metodei verosimilitatii maxime. Se observa ca daca Ay = Ay (notat cu b) si
a = a se obtine modelul in forma de S anterior.

e Model cu factor de incovoiere [35]. Insfarsit, un alt model in forma
de S considera functia

m(t) = a[l — ] (3.11)

a(l —e™)
™= e
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unde a este numarul de erori ce trebuie detectate, b este rata de detectare a
erorilor, iar ¢ este factorul de incovoiere.
Din (3.12) rezultd dupad calcule cd intensitatea caderilor este

_ dm(t) _ ab(1+ c)e ™

= 3.12
M) dt (14 cebt)? ( )
iar numarul de erori ramase este
1 —bt
(t) = mi(o0) — m(t) = 2L HEIE” (3.127)

1+ ce~bt

Pentru estimarea parametrilor fieciruia din cele trei modele anterioare se
poate aplica metoda verosimilititii maxime pornind de la expresia generala
(3.3) in care se inlocuiesc formlele particulare ale lui m(t) corespunzand celor
trei modele, presupunandca datele de selectie sunt cenzurate pe intervale.

3.3 Modelul lui Musa referitor la timpul operational

Musa [25] a avut pentru prima datd ideea utilizarii timpului operational
ca masurd a timpului de ”viatd” al unui program. Fie 7 timpul cumulat de
executie (timpul operational) al unui program si Ny numarul initial de erori
din soft. Fie u(7) numairul de erori corectate pana la momentul de timp
operational 7. Musa presupune ci functia rata ci derilor A(7) la momentul
de timp operational 7 este proportionald cu numarul de erori ramase in soft
adica este de forma

A1) = fR(No— p(r)) (3.13)

unde f si A sunt parametri legati de faza de testare a programului si anume:
[ este frecventa liniard de erecufie. in sensul ca f reprezintd rata medie de
instructiuni executate impartita la numarul total de instructiuni ale progra-
mului. iar K" este rata de expunere la eroare care leaga frecventa cu care apar
erorile in raport cu frecventa liniara de executie.

Presupunand ca rata cu care se corecteaza erorile este proportionala cu
rata de aparitie a caderilor A({) avem

du(T)
dr

unde B este interpretat ca factor de reducere a erorilor iar C este factor de

compresie a testdrii. Este normal si se introducd coeficienti separati care
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sa caracterizeze reducerea erorilor si procesul de testare care isi propune sa
detecteze erorile.

Combinand (3.13) cu (3.14) rezulta

dp(r)
dr

= BCfK(No — p(7)). (3.15)

Folosind pentru aceasta ecuatie diferentiald conditia initiald naturald pu(0) =
0, solutia cesteia devine

u(1) = No(1 — e~ BCTKT) (3.15)

si ea reprezinta functia lui Musa pentru modelul bazat pe timpul de executie.
Ea este media unui proces Poisson neomegen. Deci modelul lui Musa este
un model de fiabilitate bazat pe un proces Poisson neomogen care poate fi
tratat ca gi modelul GO, dar care necesita estimarea a cinci parametri a caror
semnificatie a fost evidentiata mai sus.

Daca in loc de numarul de erori detectate si corectate u(7) se modeleaza
procesul cdderilor utilizind numarul cumulat de cideri detectate v(7) pe
durata timpului de executie 7, se obtine un rezultat asemanator, anume

_ —-BCfKTt _ N 0 ”

I/(t) = Mo(l — € ), Mo = ?’ (315 )
unde B este factorul de reducere a erorilor. (Aici se vede necesitatea uti-
lizarii lui B in procesul de modelare). Modelul este de asemenea un model
bazat pe PPNO de medie (1) ce foloseste timpul de executie 7. Estimarea
parametrilor se face asemanator modelului GO.Originalitatea modelului consta
in introducerea unor coeficienti care au interpretari fizice legate de particu-
laritatile procesului de testare si de modul de manifestare a erorilor.

e Modelul logaritmic Poisson [35]. Acesta este un model bazat pe
un PPNO si pe timp de executie. Aici ipoteza principala consta in aceea ca
intensitatea (rata) caderilor A(7) descreste excponential in raport cu numarul
de erori corectate p(7,) adica

A(T) = Aoe™?H(7) (3.16)
unde A este rata cdderilor initiald iar ¢ este parametrul de descrestere al

intensitatii de reinoire. Folosind si relatia dintre numarul mediu de erori
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corectate gi intensitatea caderilor, adica

dp(r) _
dr A7)
obtinem ecuatia diferentiala
4(T) _ oo, (3.16))
dst

Ecuatia (3.16) se mai scrie
d_u_(_ﬂewt(f) = Ao
dr

sau P
= ( wu(‘r)) = Xo.

Prin integrarea ultimei ecuatii se obtine

e? ™) = \oT + ¢, c¢=const

Sau

1
p(r) = 2 log(XoT + ¢).

Folosind acum conditia initiala naturald p(0) = 0 se obtine ¢ = 1, adica
ecuatia (3.167) are solutia

y | —

u(t) = —log(Aor + 1). (3.17)

<

Din (3.16) se deduce ca intensitatea caderilor este

A
/\(T):/\of—w‘(”: 5 T:_l' (3]7')
0
iar functia conditionata de fiabilitate este
R(T'To) — e*u(‘ro-i-‘r)'HL(TO) — /\OTO t1 (317")

)\0(7’0 —+ T) + ].

Modelul logaritmic Poisson este astfel rezolvat. Estimatia parametrilor Ag, ¢
se face cu ajutorul metodei verosimilitatii maxine ca in cazul oricdrui model

bazat pe un PPNO.
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Pentru toate modelele bazate pe PPNO, cu ajutorul estimatiilor m(t)
se pot determina celelalte caracteristici de fiabilitate mai importante ca de
exemplu ¥(t) (estimat cu \Il(t) = 1/m(t) si R(t|to), to < t, utilizand formula
(3.2).

Observatii. Referitor la modelele bazate pe timp operational se pot
observa urmatoarele:

(1). Datele asupra timpului de executie sunt mai concludente pentru
studciul fiabilitatii programelor decat cele privind timpul calendaristic;

(2). Aceste date sunt importante pentru studiedrea efortulu: de testare a
programelor, deci sunt preferate de managerii companiilor producétoare de
soft.

(3). Aceste daate se obntin insd cu destuld dificultate. De aceea Musa
[25] a publicat date ”istorice” ce pot fi folosite la testarea modelelor bazate
pe timp operational.

3.4 Alte modele bazaate pe PPNO

Vom prezenta si alte modele bazate pe PPNO, cirora le corespund diverse
forme ale functiei m(¢).

e Modelul Douane [1, 35] sau modelul Weibull care presupune ca

t\B
m(t) = (Z) La>0,8>0 (3.18)
adica rata de aparitie a erorilor este
dm(t) B (t\P!
fj=—2L =05 f= , 3.18'
Al d\ « <a) ( )

Se observa ca daci A(t) este rata caderilor pentru repartitia Weibull si daca
logaritmam m(t) avem

l
logm(t) = 3log — = Blogt — Bloga = a+ blog
a

a=—floga, b=p

adica o functie liniara. Daca consideram datele de observatie m; = i,t; =
T;, (adica observatiile naturale!), atunci paarametri a si b se pot estima cu
metoda celor mai mici patrate din modelul liniar

logm; =a+blogt; +e;, (e; = eroare).
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Littlewood [2. 25, 35] a propus o modificare a modelului astfel

7MQ:H1—C£—YLa>mﬁ>O (3.18")

a+t

unde k = Ny este numarul initial de erori ce trebuie detectate.
Se observa ca

A(t) = m'(t) = kBaP(a + t) P!
i "
Amprg,umﬂgm=u

Observam ca Ny = k se poate estima ca in cazul modelului J-M.

e Modelul logistic [25] are functia m(t) de forma
(t) = i >0,b6>0,k>0 (3.19)
M a7 ’ '

care este curba de cregtere logistici. Deoarece m(oo) = k rezulta ca numarul
initial de erori k se poate estima din modelul J-M, dupa care cu datele m; =
1,t; = T; se poate liniariza relatia (3.19), aplicand transformarea y = 71:5 -
1 = ae™® si apoi logaritmand relatia rezultati. Se obtine un model liniar in
datele y; = % — 1, T;, iar cu metoda celor mai mici patrate se estimeaza log a

si —b.
e Modelul Gomperz [35] este modelul pentru care m(t) are forma
curbei de crestere a lui Gomperz. adica de forma
m(t)=ka".a>0.1>b>0.k>0. (3.20)
Deoarcce b < 1 rezulta

m(o0) = ka”” = ka® =k (3.20")

iar deoarece se presupune k > 1, rezulta ca estimarea parametrilor modelului
se poate face cu usurinta prin metoda celor mai mici padtrate folosind datele
m; = 1,t; = T;, logaritmand in prealabil de doua ori relatia (3.20).

e Modele PPNO bazate pe ”efortul de testare” [7, 25] presupun

ca media m(t) a PPNO N(¢)=numarul de erori detectate si eliminate pana la
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momentul ¢, depinde de w({)=efortul de testare (exprimat in bani) cheltuit
la momentul ¢ [25, 35] adica

i
m(t) =a(l-e™"W), 0<r<l,a>0W(t)= /w(u)du (3.207)
0

unde W (t) este efortul de testare cumulat pe [0,?). Intensitatea caderilor este
In acest caz

dm(t)
Cdt

O forma particulara a functiei w(t) poate fi cea de tip Weibull

—rw(t)'

A(t) =

= arw(t)e

w(t) = afyt" e P

de unde rezulta functia efortului de testare cumulat
t
W(t) = / w(u)du = a1 — Bt7).
0

Deci functia m(t) a PPNO este in final
m(t) = a[l — exp{—ra(l — e P")}].

Estimarea parametrilor acestui model se poate face fie in mod obignuit ca la
orice model bazat pe PPNO, fie estimand in prealabil a ( care este numarul
initial de erori) ca in modelul J-M. iar apoi logaritmand m(t) si aplicand
metoda celor mai mici patrate pentru a estima ceilalti paraametri, fie aplicand
direct de exemplu metoda verosimilitatii maxime.

Se poate observa ca din punct de vedere matematic. modelul bazat pe
efort de testare deriva din modelul G-O facand o transformare W (1) a scalet
de variatie a timpului. In acest model. de fapt. timpul inseamna bani!

In [20] se propune o tratare unifard a modelelor de fiabilitatea pro-
gramelor.

e Modele definite prin rata periculozitétii. Aceste modele [2] sunt

caracterizate de rata periculozitatii PPNO, A(t) = %ﬂ.

Model cu functia de periculozitate exponentiald liniara. Se pre-
supune ca
M) = gfote®,
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iar media PPNO este in acest caz

agQ

m(t) = /A(u)du = (et o).

&
(031

Deoarece a; < 0 acest model coincide cu modelul Goel-Okumoto (formula
(3.9)). Rezolvarea modelului (estimarea parametrilor ag, a;) se poate realiza
prin metoda verosimilitdtii maxime ca in & 3.1, sau cu metoda celor mai
mici patrate, dupd cum urmeazi. Daci datele de selectie sunt (i,7;), 1 <
t < n,,T; = momentul de timp operational cand are loc caderea a 1—a, atunci
parametri mentionati se determina rezolvand sistemul de ecuatii neliniare

as S

B0~ % B

0

unde

n aQ 2
S = S(ao,ai;Th, oy To) = 3 [z — (et 1)] .
1

=1
Solutia &9, &; se obtine rezolvand numeric sistemul precedent.

Modelul exponential polinomial. In acest caz se presupune ca
A(t) = ecotartttant® 45 g o <0,

91 aici se poate proceda ca in modelul precedent si anume: se considera

t
i ok
Tll(i) - / (n(,+nlu+...+uku dll.

0

se determina suma patratelor erorilor

e Z [i — m(T)))

s1 apoi egaland cu zero derivatele partiale ale ale lui S in raport cu parametri
necunoscuti ag, ay, ..., ax, se obtine un sistem neliniar in acesti parametri si
care se rezolva tot cu metode numerice.

Un model combinat. Acest model presupune ca

A(t) = ptP et ™t 8> 0,00,01 € R.
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Daca 8 = 1 atunci modelul se reduce la modelul exponential liniar iar daca
a; = 0, atunci acest model se reduce la modelul Douane, tratat la inceputul
acestel sectiuni.

Dupéa cum am constatat cu ocazia modelului logaritmic Poisson, functia
m(t) poate fi dedusd dintr-o ecuatie diferentiald care exprima anumite pro-
prietati sau conditii satisfacute de aceasta functie. In cele ce urmeaza vom
considera si alte modele bazate pe astfel de ecuatii.

3.5 Modele bazate pe ecuatii diferentiale

Vom folosi in continuare (vezi [2, 25, 30]) unele proprietati ale functiei
Cummulative Mean Time Between Failures, CMTBF(t) = ¥(t) care satis-
face (3.2’), unde m(t) = E[N(t)] este media PPNO. Functia ¥(t) = 1/m(t)
are unele proprietati naturale ce vor fi introduse si utilizate mai jos.

e Modelul cu termen exponential simplu presupune in mod natural
ca

A (1)
Cdt

iar rezolvand ecuatia diferentiald precedenta obtinem

limyo0o¥(t) = Ks, = Ky(Ks — U(t)) (3.21)

W(t) = K3(1 — K e K2, (3.21")

Se observa ca K3 este numarul initial de erori. Estimarea parametrilor se
poate face ca in cazul oricirui model bazat pe PPNO tinand seama ca m(t) =
1/W(t), sau aplicand relatiei (3.21’) metoda celor mai mici patrate (in cazul
neliniar!). cu datele

ll},': f,:T,

T
i
Prima formula (3.21) este o ipoteza plauzibild pe care se bazeazia modelul.

eModelul lui Lloyd-Lipow [2] presupune ca rata de variatie a lui W(?)
este invers proportional cu patratul timpului adica

dv(t) K,
gt if Q) 3.22
di 12 (3:22)
de unde rezolvand ecuatia diferentiald avem
[ K;—%2 daci t>% ,
vy = { 0 altfel. ’ (3.22)
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Aici de asemenea K3 = lim;,,,¥(t) iar K, defineste intervalul minimal
[0, K,/ K3] pentru care nu exista caderi. Modelul nu este intotdeauna apli-
cabil. In schimb parametrii sii pot fi cu usurintd estimati prin metoda celor
mai mici patrate care conduce la rezolvarea unui sistem liniar in K3, K3.

e Un nou model (vezi [30]) presupune ci rata de variaatie a functiei
U(t) satisface proprietatea

% = Kjte '(¥(t) + K,), K1, K> >0 (3.23)

Solutia ecuatiei, cu conditia initiald ¥(0) = 0, este

W(t) = K (e 0 ) (3.23)
si ea satisface conditia

K3 = lim ¥(t) = Ky (52 —1). (3.23")

Estimarea parametrilor din (3.22’) se poate realiza cu metoda celor mai mici
patrate aplicatd selectiei bidimensionale (¥; = T;/1,T;),1 <1 < n. Se obtine
un sistem de ecuatii in parametrii K;, K, care nu este liniar, dar care poate
fi tratat numeric.

O alta versiune a acestui model se obtine daca rata de variatie a functiei
U(t) satisface relatia

dv

E = ]\'2('_1(\11“) + I\'] ), ]\,1.1\'2 > 0. (‘;21)

In mod analog. solutia ecuatiei (3.24) este
V(1) = hy(e"20-7) 1) (3.24')
lar
lim W(t) = Ky = Ky fef* —1). (3.247)

Si aici estimarea parametrilor K, K, se realizeaza cu metoda celor mai mici
patrate, care conduce tot la un sistem de ecuatii neliniare.

e Modelul lui Roesner [2, 30] este unul din primele modele bazate

pe ecuatii diferentiele. Altfel, daci se noteaza cu D(t) numérul mediu de
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Modele bazate pe procese Poisson neomogene

erori ramase in sistem si se presupune ca fiecare cadere este determinata de o
eroare care este detectata odata cu aparitia caderii si este eliminata, modelul
presupune ca rata de variatie a lui D(?) satisface relatia

dD(t)

= —KaD(t), 1> 0, Ky > 0, D(0) = Ki. (3.25)

Deci K este numdrul iniial mediu de erori (adicd Ny din modelul J-M!).
Solutia ecuatiei (3.25) este

D(t) = K e X2 (3.25")

de unde se deduce c3 numarul mediu de erori eliminate pe intervalul [0,¢]
este

m(t) = Ki(1 — e K2t) (3,257)

care coincide cu modelul Goel-Ocumoto.

Daci se cunoaste K (estimat cu modelul GO) atunci £ = 1 — e X2! este
proportia erorilor eliminate pana la momentul ¢. Presupunand ca efortul de
testare pentru a se elimina proportia £ de erori a costat C unitati banesti
atunci costul necesar pentru a elimina inca proportia &; de erori este, conform
unui calcul liniar

o

3

formula de calcul simpla dar si utild pentru producatorii de soft.

C (3.26)

2.6 Modele pentru mai multe tipuri de erori

Una din criticile modelelor de fiabilitatea programelor consta in aceea ca
se presupune ca toate erorile au aceeagi marime si importanta si ca erorile se
pot manifesta cu aceeasi intensitate. O slabire a acestei presupuneri consta
in a considera ca erorile sunt de doua tipuri [25, 35]. adica media PPNO este

m(t) = ay(1 — e™") + ay(1 — 7' (3.27)

unde a; este numarul initial de erori de tipul 1 , a, este numarul initial de
erori de tipul 2, b; este rara de detectare a erorilor de tipul 1 iar b, este rata

de detectare a erorilor de tipul 2. Notdnd a = a; 4+ a, numarul total de erori
avem o
1

pi = —, 1= 132 (327,)
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unde p; este probabilitatea aparitiei in executia programului a unei erori de
tipul 7. Intensitatea de aparitie a erorilor este

2 2
At) = aibie™™ = a. ) pibie™. (3.277)
=1 =1

Se observa cd PPNO care std la baza acestui model este o compunere de
doua PPNO.

Acest model este o generalizare a modelului GO, iar estimarea parametrilor
a,,az, by, b, se realizeazd in mod asemanator modelului GO. Modelul bazat
pe (3.27) poate fi incd extins la k tipuri de erori, in acest caz fiind necesara
estimarea a 2k paarametri, iar PPNO este in acest caz rezultatul compunerii
a k PPNO.

Un model simplificat cu k tipuri de erori se bazeazi pe functia de tip
Erlang

m(t) =a [1 - e—b"gl (I’JL')]] (3.29)

unde a este numarul initial de erori, b este rata de detectare a erorii (indepen-
denta de tipul erorii, cand procesul se stabilizeazi) iar k este un parametru
intreg. Daca k = 1 acest model se reduce la modelul GO iar daca k = 2
modelul este ”in forma de S” (de tipul (3.10)). Altfel, modelul se bazeaza pe
un PPNO cu trei parametri a, b, k ce trebuie estimati prin metodele obignuite
aplicate celorlalte modele de acest fel.
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4 Modele privind optimizarea realizarii pro-
gramelor

Printre problemele legate de dezvoltarea si realizarea produselor soft (prob-
leme de ingineria de software i managementul acestei activitati) sunt si
cele legate de optimizarea activitatilor, evaluarea gi optimizarea costurilor
activitatilor de testare si intrtetinere, precum si cele privind selectarea vari-
antelor sau versiunilor convenabile sau optime. Referitor la astfel de prob-
leme s-au scris multe lucrdri, s-au construit diverse modele, s-au elaborat
chiar produse software [1, 18]. In cele ce urmeazi vom prezenta unele din
aceste modele, cele mai reprezentative.

4.1 Modele pentru determinarea duratei de testare

Se gtie ca testarea produselor soft este o operatie migiloasa, costisitoare
si indelungati. In aceste conditii producatorii de software sunt interesati
sd poatd decide cand este momentul convenabil s& opreasca activitatea de
testare si sa dea produsul in exploatare. Acest moment trebuie ales astfel
incat pe de-o parte s3 se asigure o fiabilitate mare programului prin eliminarea
unui cat mai mare numar de erori, iar pe de altd parte costurile operatiilor
de realizare sa fie cat mai mici, sau convenabil de mici. Criteriul de optim
considerat in aceste modele constd in minimizarea costurilor. Operatia de
testare se termina cand s-a eliminat un numar de erori sau cand s-a parcurs
o anumita durata, ambele determinate din conditia de cost minim. Astfel de
modele sunt numite in literatura de specialitate [18. 23] modele de crestere a
fiabilitatit programelor.

Pentru modelele ce for fi prezentate in aceasta sectiune se presupun sat-
isfacute urmatoarele ipoteze:

19. Orice cddere a programului este determinata de o singurd eroare ex-
istenta in program:

2. Corectarea unei erori se face instantaneu (timpul de corectare a erorii
este neglijabil);

3°. Prin eliminarea erorii nu se mai introduc alte erori.

Strategia optimd de testare va consta in determinarea numarului optim
de erori corectate dupa testarea programului. Vom presupune ca durata de
functionare fara caderi a programului are o repartitie de probabilitate DF R,
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(sau DF'I). Vom folosi de asemenea notatiile:

n— numarul de erori detectate pana la terminarea testarii;

n*— valoarea optima a lui n;

Tir— momentul detectarii erorii k;

C)1— costul unei unitati de timp de testare;

C3— costul corectarii unei erori in cursul testarii;

Cs— costul corectdrii unei erori in timpul fazei operationale (adica dupa
ce programul este dat in exploatare); C5 > C;.

Castigul mediu este

G(n) = (C3 — Cy).n — C1.E{T,}. (4.1)

Observatia 4.1. Dacd repartifia cdderilor este DFR atunci E(Tp41—T,)
este crescatoare in n.
Demonstratie. Se observa ca

E(To41 — T,) = E{E(Tpt1 — ta|Tn = t,)} = E(L(tn))

unde t, este valoarea observatd a lui T, §i L(t) este media timpului de
functionare ramas pana la defectare, adica

L(t)= E(T —t|T > 1) = ff(x)dz. (4.2)

Din (4.2) rezulta ca

Fi)= ezp (_ / l—il—(]'—()l—)dr) .

Dar I este DF R conduce la L(1,)-crescatoare in t,,. decit,, > t,_, = L{1,) >
L(t,-y1) adica E(L(1,)) > E(L(l,-;)) care este crescatoare in n.

Suntem acum in masura sa enuntam urmétoarea

Teorema 4.1.Dacd repartifia cdderilor este DF' R atunci funclia de castig
mediu (4.1) are o solufie optimd unicd.

Demonstratie. Conditia necesard ca o valoare n sa fie punct de maxim
pentru G(n) este

G(n—1)<G(n) st G(n)>G(n+1), (4.3)
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sau echivalent
E(Toy:—-T,) >k st E(T, - Too1) <k (4.3")

unde

oo

k C.

Sa analizam cateva cazuri:

- dacd E(T;) > k, atunci n* = 0, adicd programul se di in exploatare fara
testare;

- dacd k > limpoo E(T, — Ty-1), atunci programul se da in exploatare
numai dupa ce s-au eliminat toate erorile;

- in cel3lilalt caz (cazul interesant) solutia optima n* se obtine din conditia
(4.3) sau (4.3’). Teorema este demonstratd. De aici se poate construi cu
ugurinta un algoritm pentru determinarea lui n*.

4.1.1. Model bazat pe utilizarea efortului de testare.

S& consideram acum modelul Poissonian al lui Yamada et al. [23,36] in
care functia m(t), numarul mediu de erori sau media procesului Poisson, este
data de ecuatia diferentiala

dm(t) 1

———=.—— = XNy — m(t 4.4
unde w(t) este functia de cost a efortului de testare la momentul t iar Ny este
numarul initial de erori din soft. Din (4.4) rezulta ca m(t) este dat de relatia

m(l) = No(1 — exp(=A.W(t))). W(t) = /w(:t)d;r (4.5)
0

iar W (1) se mai poate scrie

ok l No .
W(t) = /\]n <—No—m(t)> . (4.5")

Fiind data functia efort de testare w(t) (sau varianta sa cumulata W (t)) sd
determinam [23] durata optimd de testare a programului. Vom folosi notatiile:
Trc— lungimea ciclului de viatd a programului, masuratd din momentul
inceperii testarii;
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T'— timpul total de testare, pana cand programul intra in exploatare;
T*— valoarea optima a lui T.
Atunci, costul mediu total se scrie

C(T) = Cp.m(t) + Cs(m(Tic) — m(T)) + Cy / W(z)de.  (4.6)

Conditia de cost minim este

oCc(T) C-1 m(t) 1
S =02 Al = =, Al)=— = —. 4.7
- =g AD=T2 s (1)

Suntem acum in masurd s formuldm teorema

Teorema 4.2. Valoarea otpimd T* este determinatd astfel:

a) dacd A(0) < —1— atunci T* = 0;

b) dacd A(0) > m > A(Trc) atunci (4.7) are 0 solutie unicd Top st
T = TO’

c) daci A(Trc) > = il o atunci T* = Tyc.

Demonstratie. Fie T* valoarea lui T' care minimizeaza (4.6). Observand
ca A(T) este monoton descrescitoare, vom analiza pe rand cele trei cazuri.

a) Dacid A(0) < 0 atunci trebuie s& avem A(T) < C g0 < T < Tie,
deci ¢ > 0,0 < T < Tyc; rezultd ci T* = 0.

b) Daca A(0) > a{’c—z > A(TyLc) atunci (4.7) are o solutie unica Ty care
satisface conditiile

¢
Ca—Cy’

A(T) > cand 0 < T < T:
(@
('35 — ('2.
Deoarece ,_ <0,0<T <Tysi 57 "' - > 0.7y < T < Tic rezulta ca T™ = Th.

c) Daca A(Tre) > T_1—2 atunu A(T) > (——_1—20 < T < Tpc si deoarece

A(T) <

cand Ty < T < T

aT
Demonstratia este completa.

4.1.2 Model pentru software cu structurd modulara.

Vom prezenta in continuare un model pentru timpul optim de testare
preluat din [23 ].
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Presupunem ca un produs soft consta din & module interconectate. In
perioada de testare T sistemul soft functioneaza efectiv timpul arT, 0 <
ar > 1, iar in perioada de exploatare, parametrul corespunzator este ay. Se
presupune de asemenea ca modulele sunt apelate pe perioada de exploatare
a sistemului in proportii diferite 3;,1 < 7 <k cu

k
Y B;=1, ,0<f;i<],
=1

iar ponderile B; raman constante pe timpul exploatarii programului. Deci
timpul consumat de modului j in faza de testare este B;arT.

Fie N; numarul de erori din modulul j si presupunem c3 durata cumulata
de functionare a modulului j pana la detectarea unei erori este o variabila
aleatoare X; cu functia de repartitie Fj(x;80;1,0;s,...,0;m,), unde 6; este un
vector de parametri statistici necunoscuti; variabilele X;,1 < j < k sunt pre-
supuse independente dous cate dous. Presupunem satisficute ipotezele 2°,3°
precizate la inceputul acestei sectiuni. Presupunem ca deobicei ca functiile
de repartitie F; sunt de tipul DFR. Notam t;(z),1 < : < N, momentele
de cand se detecteaza erori in modulul j, pe parcursul perioadei de testare.
Desigur 0 < ¢;(1) <¢;(2) < ... <t;(N;) < S, unde S = Bjar.T. Deci valorile
de selectie ;(z) sunt cenzurate la dreapta de S (sunt date cenzurate de tipul
1).

Parametri 0]'1,0]'2,...,0]‘,-"] se vor estima folosind metoda verosimilitatii
maxime. Functia de verosimilitate este

N,

L(ij(.);aj].ajg. ----gjmj) = H F]-(t]-(i);f)j],()ﬂ, ....GJ,,;J).

i=1
Din conditia de verosimilitate maxima se obtine sistemul

OlnL(t;(.):0,,.0;;.....0,,,)
08,

=0, 1<10<my, (4.8)

din care prin rezolvare se obtin estimatiile éj],éjg, ...,éjmj,l <3<k
Daca la sistemul de ecuatii (4.8) adaugam si ecuatiile

dinL
ON;
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atunci se pot obtine si estimatii Nj pemtru N;.

In [23] se dd un model si algoritmul corespunzator pentru determinarea
perioadei optime de testare T*. Se presupune ca se pleaca de la o perioada
initiald data de lungime T si pentru a se decide daca testarea trebuie oprita
sau continuatd se calculeaza urmatoarea functie obiectiv, care este de tip
profit:

V(T) = W(T + 1) = Va(r) = V(T + 7), (4.9)
unde

Vi(t)— este valoarea sistemului soft la momentul ¢;

V2(t)— este costul mediu datorat nedetectirii erorilor in perioada de
testare (el poate cumula si eventuale penalizari);

Va(t)— este costul cumulat al testarii sistemului pand la momentul ¢, cand
ar urma sa intre in exploatare.

Functiile V; propuse in [23] sunt urmitoarele:

a) Functia V;(t) se presupune descrescdtoare in ¢ de forma

Vi(t) = M\.e . H(tp — t) + py.e*'.(1 — H(tp — t)) (4.10)

unde ¢p este momentul cand sistemul devine operational, A;, ui,¢ = 1,2 sunt
constante pozitive, iar H(z) este functia treaptd a lui Heaviside, adica

0, cand z<0
H(x)_{l, cand >0

b) Functia cost mediu V, este de forma

s F(Bi(ar(T + 7) 4+ ap.W)) — Fi(8;ar(T +
‘/2(7.): ZCJ(‘NJ_I_J). i J(OT( + )+Olg / )) J(# JO‘I( 7))
Jj=1 1 - ]‘_,‘(,’3]’01)

(4.11)
unde o eroare care este detectata in perioada operationala (de exploatare)
W are costul ¢; pentru modulul ;.

c) Functia V5 se ia liniara de forma

Va(t) = t, 7> 0. (4.12)

Cu aceasta alegere a functiilor de cost, algoritmul de determinare a pe-
rioadei optime de testare este

1. Intrare parametri 3;,1 < j < k, ar, ay; intrare T =durata initiala de

testare g1 W ciclul de viata al sistemului.
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2. Intrare datele de selectie 1;(7),1 <2 <r;,1 <3 <k.

repeat
3. Determind estimatiile 8;1,0,2, ...,0;m,, N;,1 < j < k.

4. Determina profitul V(0) conform formulei (4.9). (Acest pas se executa
numai la prima trecere prin ciclul repeat).

5. Pentru o valoare mici datd A (care este 7 din (4.11)), se estimeaza
V(A) care reprezinta profitul ce s-ar realiza dacd perioada de testare
s-ar prelungi cu A, adica T devine T' + A.

6. Dacd V(0) < V(A) atunciia T := T + A si adauga noi date de selectie
t;(¢) pentru intervalul de timp [T, T + A]. Ia V(0) := V(A).

until V(0) > V(A).
7. Stop.

La terminarea algoritmului valoarea lui T este cea optima. )

Desigur, pentru aplicarea modelului trebuie sa se estimeze 1 n prealabil
parametrii A, i1 = 1,2,¢;,1 < j < k,v (adicd sd se realizeze specificarea
modelului). Acest lucru se realizeaza ca deobicei folosind date istorice.

4.2 Modele de alegere optima a produselor software

Modelele care urmeaza isi propun [23] sa maximizeze fiabilitatea produselor
soft cu cheltuieli limitate la o suma disponibila.

4.2.1. Modele referitoare la programe ce realizeaza
anumite functii date.

Pentru aceste modele vom face urmatoarele ipoteze:

1*. Se cunosc fiabilitatea si costul fiecarui program:

2*. Utilizarorul dispune de o suma B de bani data pentru achizitionarea
produsului software:

3. Se cunoaste frecventa de utilizare a fiecarei functii realizata de pro-
dusul software.

Vom folosi urmatoarele notatii:

K = numarul de functii pe care trebuie sa le realizeze produsul program,;
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Fi = frecventa de utilizare a produsului k.1 < k < K;

my = numarul de programe disponibile pentru functia k;

Ry; = fiabilitatea programului j cand acesta executa functia k;
Ckj = costul programului j cand executa functia k;

B= fiabilitatea medie a produsului software;
Xo: — {1, daca programul j ar fi ales pentru functia k
k=00, in rest.

* Model de alegere optim3 a programelor fird redundanta. Vari-
abilele X}; sunt variabile de decizie si ele trebuie determinate astfel incat sa
conduca la alegerea unei multimi de programe fard redundantd din conditia:

max(R = i Fi.Ry) (4.13)

k=1
unde
mg
R = Z ijRkj
Jj=1

cu restrictiile
() ¥ Xy=1, 1<k<K;
J=1

Kmk

(i) £ 3 XxCxj < B, Xije{0,1}, 1<k<K,1<j<m.
k=1 j3=1

(Alegerea programelor fard redundantd inseamna ca o functie va fi imple-
mentata intr-un singur program achizitionat conform restrictiei (i): alegerea
cu redundan{d inseamna ca functiile pot fi realizate si de mai multe pro-
grame).

Maximizarea functiei obiectiv de forma (4.13) cu restrictiile (i) s (11) este
o problma de programare liniara discreta in care Xj; sunt necunoscute. Din
formularea problemei rezulta ca cele A programe realizeaza functii indepen-
dente. Restrictia (i) exprima alegerea multimii programelor fara redundanta.

Maximizarea fiabilitatii medii R este echivalentd cu minimizarea ratei
medii de defectare a programelor data de expresia

N K
:= VS R - R, (4.14)
H k=1
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unde H = timpul operational si N = numarul de executii in perioada H.
Intr-adevar, deoarece ponderile de utilizare satisfac relatia

K
Y Fip=1
k=1
rezulta
z=—(1-R). (4.14")

Rezolvarea problemei de programare liniara cu variabile {0,1} se poate face
cu algoritmi cunoscuti sau cu produse soft specializate.

**+ Model de alegere optimi a programelor cu redundanta. In
acest caz variabilele X;;,1 < k < K,1 < 7 < my se determina din relatia

K
mazR = Z Fy Ry, (4.15)
k=1
unde -
R.=1-JJ( — R«j) (4.15")
J=1

cu restrictiile

™) S Xy >1, 1<k<k;
1=1

K m
(i) S XyC+kj < B, Xy €{01}. 1<k<K.1<j<my
k=1 3=1 5

Conditia de redundanta este data de restrictia (i) care spune ca se va
selecta cel putin un program pentru fiecare functie. Fiabilitatea ) a [unctiei
k este probabilitatea ca cel putin unul dintre programele selectate pentru
functia k sa functioneze (cazul sistemului paralel).

Functia obiectiv (4.15) poate fi rescrisa astfel:

K K Mk
R=3 Fh= 3 R (1 ~T Ao - Rm"*ﬁ)

k=1 k=1 1=1
K mg
=1- Z Fk H(l = Rk]’)xk’. (416)
k=1 1=1
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Din (4.16) rezulta ca problema maximizarii functiei R este echivalenta cu
problema de minimizare

K mg
min Y F [T (1 — Re;)*». (4.16")
k=1 7=1

Problema de optimizare (4.15) sau (4.16’) este o problemd de programare
dinamica discretd. Solutia modelului ** cu functia obiectiv (4.16) se obtine
cu ajutorul unui algoritm ce va fi descris mai jos. Sa notam Ry (S) fiabilitatea
sistemului software care satisface functiile k,k + 1, ..., K cand suma de bani
alocata pentru procurarea lor este S (k este interpretat ca starea curenta in
algoritmul de programare dinamicd, retrospectiv).

Algoritmul *x*

1. Pentru starea finald K se calculeaza

mg
R(S) = min Fx [J(1 — Rx;)*, (4.17)
J=1
cu restrictiile
my myg
Y Xkj>1, > CkiXkj<5, (4.18)
J=1 J=1
unde
K=l
Se {min Ckj, B—)_ min C,,-} : (4.19)
J =1 7
2. Pentruk =K — 1, K —2.....2.1 se calculeaza

mg ) mk )
Ri(S) = min {Fk S0 = Re)) ™ 4 R (S =3 Gy, ,\’k,,)} . (4.20)

j=1 j=1

cu restrictiile

my mpg
S Xy, =1, D> CiXi; < S, (4.21)
1=1 J=1

unde . -
S e {ZminCij,B— ZCU} (422)

i=k 7 1=1
(Se observa ca (4.17) si (4.22) asigura selectarea a cel putin un program

pentru fiecare functie).
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3. Se determina fiabilitatea medie maxima
R =1- ms?n Ri(95), (4.23)

si politicaoptima X7;, k=1,2,.,K; j7=1,2,...,mkce corespunde
lui R*, unde daci X %; = 1 inseamna cd s-a selectat programul j pentru
functia k.

4. Stop.
Mentiondm din nou ca valorile X}; reprezinta solutia optima.

4.2.2. Modele bazate pe costuri pentru soft
cu structura modulara.

Se presupune ci produsul software se compune din mai multe versiuni,
fiecare cu mai multe module. Vom Presupune ci sunt satisfacute ipotezele
1*,2*,3* si vom folosi de asemenea unele din notatiile deja introduse cu
urmatoarele completari:

n = numarul de module care compun sistemul de programe (produsul
soft);

m; = numarul de versiuni disponibile pentru modulul ¢;

R;; = fiabilitatea (presupusa estimata) pentru versiunea 7 a modulului ¢;

C;; =costul versiunii j a modulului z;

R; = fiabilitatea modulului ¢;

R = fiabilitatea sistemului de programe;

v _{l daca pentru modulul 1 este selectata versiunea j;
Y00 in rest.

Variabilele X;; sunt variabile de decizie: ele indicd veriunea si modulul selec-
tat din fiecare versiune.

e Model pentru selectarea unei multimi optime de module cu
o singura functie. Versiunea fara redundanta. Acest model foloseste
functia obiectiv

max(R = [ R:), (4.24)

unde

m,
R; =) XiRi,
=1
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cu restrictiile

(i.) %X,‘jZl, i:1,2,. ,n

(:2%) z):x,,c,,gB X;; €{o,1}, 1<i<n, 1<j<m,.

1=17=1
Functia obiectiv (4.24) presupune alegerea unei singure versiuni pentru
fiecare modul, din care cauza solutia selectata se va nota X;, Xz, ..., X,, unde
Xi =1 inseamnd X;;, = 1.
Solutia modelului se obtine printr-un algoritm branch and bound [24].
Pentru construirea algoritmului s observam urmatoarele:
1° Problema (4.24) are solutie dacs

n

> (mjm C;,-) < B. (4.25)

=1

2° Dacd (4.25) are loc, atunci o solutie posibild a problemei este dats
de alegerea celei mai ieftine versiuni pentru fiecare modul (acesta putand
reprezenta o margine inferioara).

3° Daci se omite restrictia (:4®) atunci o solutie optim3 a problemei este
(XD, X2,..., X2) cu valoarea functiei obiectiv

H(m?x R;;). (4.26)
Algoritmul consta din urmatorii pasi [23]:

1. Se alege o solutie posibild a problemei si se calculeaza marginea infe-
rioara M;,; a functiei obiectiv;

2. Nodul raddcind ( al algoritmului "branch and bound™). adica "nivelul
0" (z = 0), este ramificat in m; ramuri. ficcare corespunzand unei
alegeri a lui X;;.1 < j < my;

3. La nivelul curent 7 se alege o versiune pentru modulul 7,1 <7 < n;

4. Pentru fiecare solutie partiala (X, Xs,.... X}).k < n, se calculeaza:

- marginea superioara My,,, definita ca valoarea functiei obiectiv core-
spunzatoare solutiei (X, ..., Xk, Xp,,, ..., X?)

M, = (HR) ( 11 maxR,,); (4.27)

i=k+1
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- costul solutiel margine superioara C M,,, dat de formula
CM,,, = ZC + Z G (4.28)
1=k+1
- costul minim posibil C,,;, dat de formula
Crmin ZC + Z (mm Gk (4.29)
1=k+1

- valoarea functiei obiectiv corespunzatoare solutiei care da costul minim

Cmin

RCoin = (f{ R T R, (4.30)

i=k+1
unde R;;_ este fiabilitatea celei mai iefrine versiuni a modulului :.

5. O solutie partiald este eliminata daca

Cmin > B sau M,y < Ming. (4.31)

6. Solutiile partiale pentru care C,,,;, = B nu se mai ramifica, insd valoarea
RC.in este retinutd pentru analiza finald, ca posibild solutie.

7. Urmatorul nod de ramificate este ales nodul cu cea mai mare margine
superioara, cu conditia C M,,, > B.

8. Nodurile corespunzétoare solutiilor partiale pentru care ("M, < B nu
se mai ramifica. insa valorile functiei obiectiv sunt retinute ca posibile
solutii finale.

9. Stop.

Algoritmul se termina cand s-a ales o versiune pentru fiecare modul. adica
s-au explorat n nivele ale arborelui asociat algoritmului "branch and bound”.

ee Model pentru selectarea unei mul{imi optime de module cu

o singura functie. Versiunea cu redundanti. Cu notatiile intreduse,
acest model se bazeaza pe functia obiectiv
n

max{R = [[ R:} (4.32)
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unde

R, =1- H(l — R,’j)x"’
1=1

cu restrictiile

() S X;>1, i-1,2..n
z

(i1 3° ): Xi;jCii <B, X;€{0,1}, i=12,..,n j=1,2 ..,m.

=1 j=1

Modelul se rezolvi cu un algoritm de programare dinamica discreta asemanatg

algoritmului **

eee Model pentru selectarea unei multimi de module ce pot sat-
isface K functii. Versiunea fird redundantd. Vom presupune verificate
ipotezele 1*, 2* 3* precum si urmatoarele ipoteze

4* Executia functiei k a sistemului de programe ce trebuie selectate, k =
1,2,...,K, presupune executia multimii de module Sk, (adica pentru orice
modul ¢ € S; exista m; versiuni disponibile).

5* Acelag modul contine functii diferite ale sistemului soft, adica
Sk Sk2 #£0, VEk1,k2 € {1,2,...,K}

Presupunem ca toate modulele apelate de toate functiile sunt notate cu
1,2,...,n, deci

&
n < Z card(Sy)
1=1

Modelul are ca obiectiv
max(R = Zn II ») (4.33)
1€ Sy

cu restrictiile

(i) % Xy i=1,2,.ym

(i) 3 }: X,;Ci <B, Xi;€{0,1}, i=12,...,n,5=12,.,m.

=1 )=
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Solutia acestui model se poate obtine cu un algoritm de tip "branch and
bound” discutat cu ocazia modelului definit de functia obiectiv (4.24) (mo-

delul o).

eeeeModel pentru selectarea unei multimi de module ce pot sat-
isface mai multe functii. Versiunea cu redundanti. Folosind ipotezele
1* — 5* modelul foloseste functia obiectiv

K
max(R =Y Fx [[ R:) (4.34)
=1 1€ Sk
unde .
R:=1-TJ(1 — Ry
i=1

cu restrictiile
() SX;>1, i=1,2,.,n
1=1

(1) ¥ ¥ XiCii <B, X;e{0,1}, Vi=1,2,..,nj=12 ..,m,.
i=1j=1
Acesta este un model de programare neliniara, dinamica, discreta, cu
restrictii inegalitati. El este de tipul modelului e o .

4.3 Alte modele relative la costuri

In aceasta subsectiune vom prezenta pe scurt cateva modele reprezentative
bazate pe costuri [19]. care s-au impus prin faptul ca s-au dovedit utile in
aplicatiile practice.

4.3.1 Modele de tip COCOMO.

Denumirea acestor modele provine de la C'Onstructive COst MOdel. CO-
COMO este un sistem computerizat care constd de fapt din trei modele:
COCOMO principal. COCOMO intermediar si COCOMO detailat. Fiecare
din acestea include un numar de algoritmi care leagd volumul produsului soft
exprimat in mii de linii (de program sursa), notat DSI, de efortul de realizare
exprimat in oameni-luni M M,,,,. Expresiile intermediare ale COCOMO sunt
rafinate de un numar de corectii constand din factori multiplicativi care iau

valori specifice tipului de proiecte depinzand de factori ce influenteaza costul.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Modele privind optimizarea realizarii programelor 100

Toti algoritmii privind efortul de realizare au urméatoatea forma (de baza)
MM,,., = o(DSI)? (4.35)

unde estimarea efortului nu include cheltuielile colaterale legate de studiile
de fezabilitate, de analizd a conditiilor logistice sau de intretinere, adica se
considera numai efortul concentrat pe proiect.

Coeficientii a, B depind de sistemul COCOMO utilizat (adica principal,
intermediar sau detailat) si de tipul de proiect. In literaturd sunt utilizate
valorile din tabelul de mai jos, unde tipurile de proiecte sunt clasificate in

a) organic, adicd un proiect software mic realizat pentru scopuri restranse
(utilizat in firme mici cu cerinte reduse);

c) elaborat, adici proiect soft ccare satisface cerinte complexe pentru clase
mari de beneficiari, utilizind memorie mare gi consum mare de timp;

b) semi-detagat, adica intermediar intre cele doua tipuri extreme.

Model— Principal | Intermediar & Deta.liat|

Ti i
p }irmect o 8 o 8
Organic 24| 1.05 | 3.2 1.05
Semi-detagat | 3.0 | &1.12 | 3.0& 1.12
Elaborat 36| 1.20 | 2.8 1.20

COCOMO este prevazut cu tabele care precizeaza repartizarea efortu-
lui pe fazele de dezvoltare a softului si pe activitatile specifice fiecarei faze.
Folosind aceste tabele, efortul estimat conform modelului este divizat pe ac-
tivitati in raport cu care se planifica realizarea proiectului.

Modelele intermediare si detaliate permit estimarea efortului folosind
factori multiplicativi de corectie fata de un proiect "mediu”. Sunt 15 cat-
egorii de corectii de costuri utilizate de cele doua modele (intermediar si
detaliat) care se refera la: atributele produsului (fiabilitate, marimea bazei
de date. complexitatea softului); atributele calculatorului pe care va fi uti-
lizat produsul soft (restrictii privind timpul de executie si memoria uti-
lizata, etc); atributele personalului (capabilitatea de analizd, experienta de
proiectare, experienta de programare, cunoasterea limbajelor de programare,
etc.); atributele proiectului (utilizarea practicilor si facilitatilor moderne de
programare, utilizarea instrumentelor soft, utilizarea tehnicilor moderne de

conducere §i monitorizare a proiectelor). Costurile sunt clasificate in 5 nivele
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de importanta (foarte mic, mic, normal, mare, foarte mare). In [19] se gaseste
un tabel cu valorile acestor corectii multiplicative de cost care se utilizeaza
astfel: de ex. pentru a corecta valoarea lui M M,,,, se ia valoarea nominald
(reald) a lui M., si se inmulteste cu coeficientul corespunzator din tabel.
Factorii de corectie sunt crescatori sau descrescatori in functie de nivelele de
importanti. De ex.utilizarea de instrumente soft deja existente la un nivel
mic presupune un factor de coretie mare, pe cand cerinta de realizare a unui
soft cu fiabilitate mica presupune un factor de corectie mic. Valorile concrete
ale factorilo de corectie, ca de altfel toate valorile coeficientilor din modelele
COCOMO au fost estimate din date istorice.

Modelele de tip COCOMO permit de asemenea estimarea eforturilor
legate de re-utilizarea, (adaptarea) unor piarti din produsele soft realizate
anterior prin calcularea unui numdr echivalent de instructiuni sursd livrate
(EDSI) si utilizarea acestora in locul lui DST in (4.35). Astfel EDSI se
calculeaza in functie de DSI prin formula

EDSI = DSI x AAF/100, (4.36)

cu

AAF =040 x DM 4+0.30 x CM +0.30 x IM,(medie ponderata), (4.36')

unde DM este procentul in care se modifica proiectul deja existent, C M este
procentul in care se modificd codul sursa al softului, iar /M este procentul
efortului necesar ca si se integreze softul adaptat in sistemul nou impreuna
si cu testarea softului rezultat.

O componenta importanta a modelelor COCOMO este si aceea a estimarii
efortului de intretinere al produselor soft, dar restrictionat numai la re-
proiectarea unor parti ale produsului soft. proiectarea unor pachete mici de
interfata care cer reproiectarea unei mici parti a produsului (sub 20%!'). pre-
cum s1 modificarea codului sursa. a documentatiei sau bazei de date. Efortul
anual de intretinere M M 45 este dat de formula

MMapy = ACT x MMyon (4.37)

unde ACT este traficul anual al modificdrilor, adica o fractiune din instructoinile
ce ar urma sa se modifice de-alungul unui an prin adaugarea de modificari.
Modelul principal COCOMO se aplica la proiectele conventionale care

folosesc aceleasi criterii de determinare a efortului DSI in timp ce modelele
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intermediare sau detaliate se folosesc in alte cazuri care presupun corectii
legate de combinarea calculelor de estimare a eforturilor.

Detalii privind aplicatiile practice si acuratetea modelelor de tip CO-
COMO se gasesc in [19] unde se rezuma o serie de sugestii si recomandari
culese din literatura de specialitate.

4.3.2 Modelul Walston-Felix

Acest model, prezentat in [19], construit in 1977 cu date culese in anii 60

de la firma IBM estimeaza efortul E in functie de volumul S al produsului
soft pe baza formulei

E = aSP. (4.38)

Folosind transformarile Y = log E, A = log a, X = log S se obtine ecuatia de
regresie liniara

Y =A+BX (4.38")

iar cu metoda celor mai mici patrate se estimeazd 3 gi A precum §i o =

e?. Folosind datele istorice mentionate, Walston i Felix au gisit formula
estimativa

E =525 (4.38")

Ultima formuld reprezintd o medie a efortului in raport cu volumul S al
programului. Aplicat in cazuri particulare modelul prezinta abateri ce de-
pind de un numar mare de factori ce influenteazd indicele I al productivitatii
fiecarui proiect calculat cu formula

nf
=) WX, (4.39)
i=1
unde n f este numarul facorilor. X; are semnificatia

1 daca factorul 1 creste productivitatea
X, =20 daca factorul 1 cste nenfluentabil
—1 daca factorul 1 mucsorcaza produclivitatea
1ar

Wi — %log(AL,-) (4.39")

si AL; reprezinta rata de variafie a productivitd{ii lui 1. In acest caz estimarea
efortului in raport cu productivitatea este

A B2
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unde S este volumul programului exprimat in numar de linii de cod-sursa.

Pentru proiecte soft de mare complexitate, in care intervin tot mai multi
factori care influenteaza productivitatea, formula (4.39°) se imbunatateste
daca se schimba scalele de valori gi anume

E=S5/P (4.40)

unde S este numarul miilor de linii-cod iar P este productivitatea medie a
protectului exprimata in kilo-linit per om-lund.

4.4 Metamodelul Bailey-Basili

In [19] se prezintd urmitorul model, care cu notatiile de mai sus se bazeaza
pe relatia

E=a+ps (4.41)

unde a este interpretat ca timpul initial necesar pentru a intelege proiectul
inainte de a incepe programarea.

Folosind date istorice pentru un numar de proiecte dat N, Bailey gi Basili
au estimat parametrii minimizand expresia sumei patratelor erorilor standard
ale estimatiilor

N 72
SSE=Y" [1 = a—“;fi] (4.42)
=1 t

care in final a condus la relatia

E =3.540.735"16 (4.42")

dar cu o eroare SSE = 1.25 destul de mare. Pentru a reduce aceasta eroare
se foloseste factorul multiplicativ de ajustare F,q; ce leaga eforturile estimate
E; de valorile observate F; prin formula

R—1 daca R >0
ERaq = { ] ~ % daca R <0, 48)
unde R = E/E' Efortul corectat satiface deci ecuatia
g - | (1+ERg)E daca ER.g >0 (4.44)
E(1 4 |ER.q|) daca ER.4 < 0.
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Pentru a imbunatati estimatia efortului s-a propus o extinderee care ia in
consideratie alti factori ce influenteaza costul proiectului cum ar fi metodolo-
gia de proiectare-programare, complexitatea proiectului gi experienta per-
sonalului proiectant. Modelul care exprima efortul in acest caz este dat de
ecuaria de regresie multipla

ER.; = o+ BMETH + yCPLX + §EXP (4.45)

unde M ET H este masurata de o scala de noud valori intre 0 si 5 care core-
spunde celor trei tipuri de scheme (logice,diagrame de structura i diagrame
de sistem), proiectarii top-down, documentarii formale, echipei programa-
torului gef, planurilor formale de testare,etc. Marimea C PLX este complex-
itatea misuratd de o scali de sapte valori masurate tot intre 0 si 5 (care
include caracteristici ale complexititii interfetelor cu utilizatorul, complexi-
tatea aplicatiilor, complexitatea fluxului de programe, complexitatea comu-
nicdrii interne, complexitatea bazei de date, complexitatea comunicarii ex-
terne gi complexitatea modificarilor ce pot fi ficute de utilizatori). Marimea
EXP este valoarea experientei personalului, exprimata de o scald de cinci
valori tot intre 0 gi 5 (care include calificarea programatorilor, experienta
de utilizare a computerului de catre personal, experienta personalului de a
dezvolta aplicatii si de a lucra in echipa).

In aplicatii se recomanda ca efortul de realizare a softului F sa fie deter-
minat atdt cu formula (4.42’) cat si cu formula (4.45).

4.5 Modele de tip Putnam

In aceasta categorie intra modelele care se ocupa de repartitia (in timp )
a efortului uman consumat in productia de software. Vom prerzenta mai
intai modelul original al lui Putnam [19]. iar apoi cateva versiuni de interes
practic.

O curba care indica numarul de persoane implicate in procesul de proiectare-
implementare a unui produs soft in raport cu timpul are forma unui clopot
asimetric ce s-a dovedit a fi aproape identic cu graficul densitatii de repartitie
de tip Rayleygh (Fig.4.1). Aceastd repartitie satisface ecnatia diferentiala

dy

- = 2Kate ™" (4.46)

unde dy/dt este rata de variatie in timp a fortei de munca, ¢ este timpul scurs

de la inceperea proiectului, a este o constanta ce determind forma curbei, iar
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K este o constanta de normare ( a densitatii). Integrand se obtine
y(t) = K(1 — exp(—at?)) (4.46")
unde y(t) este numarul cumulat al personalului utilizat pand la momentul ¢.

Y

Fig.4.1 Curba lui Rayleigh.

Din (4.46’) se observa ca daca ¢t — oo atunci y — K, deci K reprezinta
efortul total cumulat (in termeni de personal) de-alungul ciclului de viata
al prdusului soft inclusiv efortul de intretinere. In efortul uman consumat
nu intra studiile de fezabilitate, de analiza colaterala in vederea realizarii
proiectului. Formula (4.46’) sugereaza cd timpul necesar elaborérii primei
versiuni a produsului soft este momentul ¢; care corespunde maximului lui

y(t), adica
1 1/2

obtinut ca solutie a ecuatiei y'(t) = 0. De aici rezulta ca efortul uman F
pentru livrarea primei versiunu a softului este

y(tg) = k[l — e = 03191 = E. (4.47")

Se pot considera cateva extensii ale modelului lui Putnam.Astfel, s-a ob-
servat ca proiectele realizate cu o productivitate mare folosesc la inceput o
rata afortei de munca mai redusa in timp ce proiectele cu productivitate mica
folosesc ilustreaza o rata de crestere mare a personalului la inceput. Aceasta
rata initiala a fortei de munca este interpretata ca dificultatea D a proiectului
si se obtine din diferentierea lui (4.46) in punctul {4, adica

K
D=~—. (4.48)
t2
d
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Modele privind optimizarea realizarii programelor 106

Putnam a presupus ca exista o legatura intre dificultatea D si productiv-
itatea L de forma

L=aDP (4.47")
iar pe de-alta parte S
L=—= 4.48'
> (1.48)
unde S, este numarul de mii de linii cod (program) produse. Folosindu-se
metoda regresiei neloiniare s-a gasit ci B = —2/3 de unde din (4.48’) se
deduce
S, = aD™*3(0.349K). (4.49)
Din relatiile precedente se deduce ca
K123
8,=C [F] K = CK'P(ty)*? (4.50)
d

unde C este interpretat ca factor de tehnologie.

Formula (4.50) poate fi considerat ca relatie fundamentala intre efort si
timp. Pentru diferite proiecte s-au stabilit 20 valori ale lui C variind de la
610 la 57314, valori ce depind de factori ca: restrictii de hardware, experienta
personalului gi mediul de programare. In plus Putnam a propus urmatoarea
relatie
K
ta
unde Dy este o constanta interpretata ca accelera{ia fortei de munca ce poate
lua valori discrete depinzand de tipul proiectului si anume: Dy = 7.3 pentru
un produs soft nou cu multe interfete ce interationeaza cu un alt sistem:
Dy = 15 pentru sisteme noi de sine statatoare; Dy = 27 pentru sisteme
reproiectate. In total sunt propuse sase valori pentru Dg. Formula lui Dy
s-a obtinut prin derivarea lui (4.48). iar relatia a fost testata empiric pe un
numar de proiecte particulare.

Relatia (4.51) este esentiald pentru estimiri deoarece combinandu-o cu
(4.50) se obtin formulele

Do = (4.51)

g3 17
T, - [Doscs] (4.52)
S 9/7
K:(Es) (Do) (4.53)
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care se refera numai la un singur parametru legat de costuri, A sau {4.

e Modelarea ciclului de viatd al componentelor. Formula lui Rai-
leygh se utilizeaza gi pentru fiecare faza a ciclului de viata al proiectului
(de ex. definirea specificatiilor, proiectare si codificare, testare si validare,
intretinere etc.) astfel ca formula referitoare la intreg proiectul devine rezul-
tatul ”combinarii” unor formule referitoare la faze. De exemplu, pentru
proiectare gi codificare (faza cea mai importanta a executiei proiectului) rata
efortului uman se exprima tot printr-o relatie de tip (4.46)

dy

- = 2K, bt exp —bt* (4.54)

unde K este efortul total cumulat pe faza iar
1
b=
2(t14)?

analog lui (4.47). Deoarece dezvoltarea fazei incepe odatd cu dezvoltarea
proiectului rezulta ca

K K,

ti
Putnam face ipoteza cd timpul de dezvoltare al proiectului ¢; corespunde la
95% din timpul total de proiectare si codificare de unde rezulta

(4.55)

1 — exp{—bt2} = 0.95
iar daca tinem seama de valoarea lui b avem
t ta1? 1 .
0.05 = exp{—-2-}. 2log0.05 = [—’] R Y A (4.56)
214 Ty ta
Folosind (4.56) relatia (4.55) devine

K
Ky =—. 4.55").
1= (4.55)
Se poate constata ca o consecinta a relatiei (4.50) este cd marimea K variaza
invers in rapport cu puterea a patra a lui ¢4. adica

K= (%) % (4.57)
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Pentru estimarea lui K din (4.57) ar trebui estimat mai intai C, S, si {4
precum si Dy care a fost discutat mai sus.

e Versiunea lui Parr. Ipoteza ci marimea fortei de munca (efortului)
pentru realizarea unui produs soft ar avea forma unei curbe Raileygh (ce
porneste de la zero, cregte in timp si apoi scade la zero), a fost criticata din
considerente practice. S-a propus [19] si se foloseasci, mai ales in vecinitatea
momentului ¢ = 0 relatia

dy =m(t) = isechz[at; c]

(4.58)

unde @ si ¢ sunt parametri ce determina forma curbei. Modelul Raileygh si
modelul Parr (4.58) se aplica impreuna; pe un interval [0,%] se aplica relatia
lui Parr (care la momentul initial nu mai corespunde valorii zero a ratei de
variatie a efortului uman!), iar apoi, pe (¢o, 00) se aplica relatia lui Raileygh
(4.46).

e Versiunea lui Jensen.Acest model [19] presupune ci relatia de baza
este

S, = CitaK? (4.59)

unde in afara de notatiile deja introduse intervine constanta de eficientd
tehnologica Cy. dat de relatia

ls
Cie =Cu [ f: (460)
=1
unde f7 este masura costului activitatii 7 a modelului COCOMO.

4.6 Versiuni ale modelului COCOMO sau asemanatoare

e Modelul COCOMO pentru planificare. Conform COCOMO. timpul
de dezvoltare planificat al proiectului TDEV este dat de relatia

TDEV = ao(MM)? (4.61)

unde M M, masurat in oameni-luni, este efortul uman utilizat pentru a re-
aliza produsul soft; constantele sunt a = 2.5, iar 3 depinde de tipul de
model COCOMO folosit (organic, semidetasat, elaborat) si ia respectiv val-
orile 0.38;0.35;0.32.
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eModelul COPMO. Acest model descrie relatiile dintre necesarul de
personal, efortul global si marimea proiectului. EI (COPMO) inseamna CO-
operative Programming MOdel. Numarul personalului P, se exprima astfel

P,=—= 4.62
2 (4.62)
unde F este efortul exprimat in oameni-luni gi T' este durata exprimatd in
luni. Pentru calculul efortului se propune formula

E = Ep(S) + E(P.) (4.63)

unde Ep este efortul necesar pentru una sau mai multe persoane care lucreaza
independent la realizarea de module care nu necesita interactiuni cu alte
module, S este volumul total al softului exprimat in mii de linii de cod
(program), E. este efortul cerut de coordonarea activitatilor programatorilor
din echipa, iar P, este marimea medie a echipei datid de (4.62). In plus se
presupune ca

Ep(S) =a+bS, E.(P.) =c(P,)%, (4.64)
adica in final (4.63) devine

E =a+bS+c¢(P)". (4.55)

Estimarea parametrilor a,b,c, se face cu ajutorul metodei celor mai mici
patrate in doud etape si anume:

- se determini parametri a.b cu metoda regresiei liniare folosind date
istorice pentru care P, = 1;

- cu a.b determinati, folosind date istorice pentru care P, # 1 se deter-
mina c.d din modelul de regresie liniarizabil

E — Ep(S) = ¢(P,)". (4.66)

e Modelul lui Jeffery. O alternativa a modelului COPMO [19] se
datoreaza lui Jeffery si are forma

L=aS"M~¢ (4.67)

unde S este ca mai inainte volumul, L este productivitatea (L = E/T) iar
nivelul maxim al personalului este M. Parametri a,b,c ai acestui model se
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Modele privind optimizarea realizarii programelor 110

estimeaza cu usurinta prin metoda celor mai mici patrate deoarece modelul
este liniarizabil.

Modelul COPMO si versiunea lui Jeffery evidentiaza in aplicatii ca efortul
creste cand nivelul mediu al personalului creste.

Dupa cate se observa, modelele acestei ultime sectiuni sunt importante
pentru planificarea si urmarirea practica a executiei proiectelor soft.

Totusi, in aplicatiile practice nu trebuie si se ia decizii numai pe baza
unui singur model, deoarece nici ipotezele modelului respectiv nu pot fi in
totalitate satisfacute gi nici datele de intrare ale modelului nu pot fi culese
fara a fi afectate de erori mai ales intamplatoare. De aceea pentru modelele
utilizate, care estimeaza aceleasi caracteristici de complexitate, de calitate
sau de fiabilitate, precum gi care estimeaza parametri statistici, este necesar
sa se calculeze (estimeze), in masura posibilitatilor, erori medii patratice sau
erori relative, care pot da informatii despre acuratetea modelelor. Pe baza
acestor erori medii patratice se poate alege modelul cel mai bun (cu cea mai
micd eorare) in cazul concret dat.

In final s3 observim cd modelele bazate pe costuri folosesc si metricile de
complezitate a programelor ce vor fi prezentate in capitolul 6.
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5 Modele Bayesiene pentru fiabilitatea pro-
gramelor

5.1 Introducere in analiza Bayessiana

De obicei modelele Bayessiene se construiesc si utilizeaza atunci cand se
cunoagte de la inceput ceva despre parametri ce trebuie estimati, sau cum
se mai spune, se cunoagte o informatie aprioricd despre acesti parametri
[6,8,12,24,35]. S& presupunem ci parametrul real este 8, cu § € 2 C R.
Se presupune cd informatia asupra lui 6 este cunoscuta in sensul ca 6 este
o variabild aleatoare a cérei densitate de rerpartitie (dr) este o functie g(6)
cunoscuta, numita densitate de repartifie apriori. Daca t;,1 <1 < n,t; =
T; —T;-, sunt datele de observatie asupra duratelor de functionare, (amintim
cd T; sunt momentele ciderilor pe axa timpului operational) atunci notand
t = (t1,%2,...,ta)" vectorul de selectie gi cu f(¢|0) densitatea de repartitie a du-
ratei in funtionare, rezultd ca functia de verosimilitate (numita verosimiltate
aprioricd) este

f(#10) = Hf(t 16)- (5-1)

Atunci functia de verosimilitate aposterioricd este

(]

J(la,b,.) = [ f(t10)g(0,a,b,...)db, (5.1

— 00

unde a.b, ... sunt parametri de care depinde densitatea de repartitie apri-
orica ¢ a lui . Se observa ca functia de verosimilitate aposteriorica este
mirtura sau amestecarea functiei de verosimilitate apriorica cu densitatea de
repartictie apriorica a lui 6. Conform formulei lui Bayes func{ia de densitate
aposteriorica a lui 0 este

~ __ f(t19)g(8)
h(0]T) = W. (5.2)

In analiza bayesiand, cand se cauta o estimatie (numlta estimatie bayesszam‘i)
0 a lui 0, se considera o funciie de pierdere 1(0, 0) care este o masurd a
importaniei erorit de estimare. A determina estimatia bayesiana 0 a lui
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0 inseamnd a determina aceastd estimatie minimizind pierderea medie in
raport cu densitatea de repartifie aposteriory, adica minimizand functia

E[i(6,0)] = / 1(0'6)h(8]T)d0, 6 € Q. (5.3)
Q

Functia de pierdere [(0, é) poate fi aleasd in mai multe moduri; doud dintre
acestea vor fi considerate in cele ce urmeaza.
¢ Functia de pierdere piatratici. Aceasta este de forma

10,0)=c(0—0)®, 0cQCR (5.4)
unde c este o constantd de proportionalitate. Conditia de minim este

dE[1(0,0)] s B
=2 S[ (6 — 8)h(0])d = 0

care in final devine

b= / 0(0[%)do (5.4')
Q
adici estimatia § este media lui @ in raport cu repartitia sa aposteriorica.
¢ Functia de pierdere-valoare absoluti. Aceasta este de forma
10,6)=10—6|, 0 € Q=R. (5.5)
Conditia de minim conduce la 6 = mediana. adica 0 satisface conditia
] <

/h(oﬁ)da: /h(Ol?)d(l. (5.2

—00 0

<t
Ct
~
~—

In concluzie, pentru a efectua analiza bayesiana asupra unui parametru ¢ ce
trebuie estimat. este necesar mai intai sa stim densitalea de repartifie apri-
oricd g(0) a lui 0, apoi si determinidm densitatea de repartific aposteriorica
h(0|t) a lui @ iar in final si determindam media sau mediana lui  in raport cu
repartitia aposteriorica. Aceste ultime elemente ] (adicd media sau mediana)
constituie estimatitle bayasiene ale lui 6.

e Media aposteriorici. Daci in loc de densitatea aposteriorica h(0[t) a

lui @ considerim functia de verosimilitate aposteriotica de forma g(t|a,b, ...)
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(depinzand de parametri necunoscuti), atunci ne putem pune problema es-
timarii parametrilor a, b, ... Acesti parametri se estimeaza de obicei cu metoda
verosimilitatii maxine (sa-i notam &,i),..) lar estimatia bayessiana este in
acest caz valoarea medie aposterioricd 0 a lui 0, adica

9= / 89(0,4,b, ...)ds. (5.5')
Q

In cele ce urmeaza vom studia versiunile bayesiene ale unor modele clasice
de fiabilitatea programelor, tratate in capitolele 2 si 3.

5.2 Modelul lui Littlewood-Veral

Presupunem [24,35] ci intervalul de timp ¢; dintre a (i —1)—a si a 1—a cadere
are repartitie exponentiald de parametru \;,1 <1 < Np, adica are d.r.

f(t:Ix) = Xiezp(—Aits). (5.6)
Presupunem de asemenea c3 parametrul ); este aleator gi are repartitia apri-

ori de tip Gamma(0,¥(7), @), adica are dr

g, w(0) = Ly 1w (57)

unde a este parametrul de formd iar W(i) este parametrul de scald care
depinde de eroarea a i—a detectatd. Ultimul parametru descrie deobicei
calitatea testarii si este crescator in 7. Din acest fapt se deduce ca A; este
stochastic descrescator in 1, adica

P(Ai < A) 2 P(Aioy < A).

Densitatea de repartitie aposteriori a lui ; cand se da o si ¥(z) este

Jltila, W) = [ F(tA)gh, W) =

7 [P exp(=¥@A) , _ [¥E)°
- 0/ hiexp(—Aits) o) I\ = oy
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Deci functia de repartitie aposteriori a lui ¢; cand se da a si V(7) este
. wiE) 1°
F(ta,¥(2)) =1 - | ——= 5.8
(o ¥() =1 - | 1] 59)
de unde rezulta ca rata cdderilor aposteriori este
a
t; + ‘Il(z)

Se observa ca in ipotezele acestui model, timpul dintre caderi are o repartitie
aposteriori de tip Pareto care este o repartifie de tip DFI.
Functia de verosimilitate aposteriorica a selectiei ¢4, 15, ...,t, este

Altila, ¥(2)) = (5-8)

o 1 [¥()]
f(t,ta, ooy tola, ¥(3)) = — = —, (5.9)
1 [t + W (0)]+

Pentru a duce pana la capidt aplicarea metodei verosimilitdtii (aposteriorice)
maxime vom considera citeva forme particulare ale lui ¥(z).

e Cazuri particulare. Presupunem [24,25,35] mai intéi ca

U(i) = Bo + Bu

unde Sy si B sunt parametri ce trebuie estimati. Atunci functia de verosimi-
litate aposteriorica devine

a™ T1[Bo + Bii]®
L(ti tyy ..y tula, Bo. By) = —= : : (8.10)
I1[t: + Bo + Pri]o!
=1

Conditiile de maxim pentru functia de verosimilitate aposteriorica conduc la
urmatorul sistem de ecuatii in «, Bg, 3;

TOEL — ntY allog(fo + i) — log(ts + o + )] =0

=1

OlogL & a+1
=0 5.10
aﬂo ; 50+ﬁ12 ti+ Bo+ B (5.10)
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dlog L a1 (a+ 1) }
= o | =0
0 ; Bo+ Bt ti+ Bo+ Pt

Eliminand pe a din cele trei ecuatii obtinem urmatoarele doua ecuatii in So

si B

n _ o1 TR TA
-1 [log(t: + o + B17) — log(Bo + B1)]

A
=1 [ Bo+B1t  ti+Bo+Bii

n 1 n 1
=1 t;4+Bo+b1¢ _ i=1 t;4+B0+B1i
n 1 1 n 1 _ 1
=1 [ﬂo+ﬁli - t.'+Bo+ﬁli] =1 [ﬂo+ﬂ1i ti+Bo+ﬁli]

Daca punem aceste ecuatii sub forma

Bo = fo(Bo, B1,t), B1 = fi(Bo+ b1,1) (5.11)

gi considerdm vectorul coloand f = (fo, f1)’ si 8 = (Bo,P1)’ atunci sistemul
de ecuatii capata urmatoarea forma vectoriala

B =1£(B,1). (5.11")

Pornind cu o aproximare initiali 3(°) o solutie numerici 3* se obtine prin
urmatorul procedeu iterativ

1:=0

repeat

B = f(3°.1)

until ||+ — 37| < ¢

unde ¢ este un numar pozitiv, sulicient de mic (eroarea de aproximatie).Solutia
B* a sistemului este media celor doua valori 37, 3*7! sau oricare dintre cle.
Alta forma a lui ¥(z) poate fi

W(z) = exp(Bo + Bi).

In acest caz funcfia de logverosimilitate aposterioricd este

I=logL =nloga+a (Bot+pPii)— Y (a+1)log(ti+exp(Bo+pii)). (5.12)
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Conditiile de optim (adica de maximum al verosimilitatii in vederea estimarii
parametrilor a, 8y, 81) conduc la urmatorul sistem de ecuatii

Z(ﬂo + Brt) — Z log(t; + exp(Bo + B11)) =

=1

. exp(Bo + Pii)
on—(a+1) Z t; +exp(Bo+ Pui)

" iexp(fo+ fii)
"Z"(““)Et T exp(Bo + Bri)

Eliminand pe « intre a treia ecuatie gi prima ecuatie obtinem urmatorul
sistem de ecuatii neliniare in parametri Sy, 51

(2.13)

2 _ (S log(t; + e oy . ", _exp(fotfri)
n? = (21 g(t: + exp(Bo + Bii) g(ﬁo+,31)+n).§ti+exp(ﬁo+ﬂli),

nn+1) & exp(Bo+ Pii) " exp(Bo + fr?)
[ 2 ; t; + exp(Bo + ﬂli)] g ti +exp(Bo + Bri)

_ [n _ 3SR+ Bri) ] 3 _dezp(fo t i)
o ti+exp(Bo+ Brr)] =t + exp(Bo + Pit)
Acest sistem poate fi rezolvat numeric intr-un mod asemanator sistemului

(5.117). Odata ce estimatiile lui 8y. 3; sunt calculate. estimatia lui a se
poate determina de exemplu din cea de-a doua ecuatie (2.13).

e Versiunea lui Musa. Musa [25] presupune ca ¥(7) este de forma

’\0 T() (e}

No —1

W(i) =

(5.14)

unde Nj este numarul mediu de erori din soft pe perioada sa de viata, Ty este
valoarea medie a timpului initial de cadere si a este parametrul de formd al
repartitiel apriorice gamma a lui A;.

Functia de verosimilitate aposteriorica a lui ¢ cand se da Ny, To, @ este

(QN()T())” Hn (No - i)a
Lo Nou To) = F 0 (Vo — 1) + NoTo) (Mo —
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Punand conditiile de maxim functiei de logverosimilitate aposteriorica log L
obtinem urmatorul sistem de ecutii in a, Ny, Ty

n
T T Tog (ti(No — 1) + NoToa) + 3y NoTo(ti(No — 1) + NoToa)—!
N _ n
° 7 (e + 1) Ty (t + Toa)(ti(No — i) + NoToa) ™ — Ty (No — i)
(5.15)
n

To =

(a + 1) :-‘=1 Noa(ti(No — 2) + NoToa)—l '

Observam ca acest sistem este de forma
a = Fl(a7 No, To); No = Fz(a, No, To);To = F;;(a, No, To)

care este asemanator cu (5.11°) gi prin urmare poate fi rezolvat numeric prin
algoritmul descris mai inainte.

5.3 Versiunea bayessiani a modelului Jelinski-Moranda

Modelul J-M este cel cunoscut. Se presupune ca timpul de functionare dintre
caderi t; are o repartitie exponentiald de parametru \; = ®(N —i + 1) unde
® este intensitatea de aparitie a ciderii (erorii) pentru ce-a de-a i—a cadere
s1 N este numarul initial de erori din soft. Variabilele ¢; sunt stochastic
independente. Versiunea bayessiana presupune [9,13,18] ca N are o repartitie
discreta

P(N=k)=m.k=0,1,2,... Y m=1 (5.16)

k>0

s1 ® are repartitia Gamma(0, a,b) adica are densitatea de repartitie

b

9(®) = ﬁfb”“«‘““’. ® > 0. (5.16)
Functia de verosimilitate apriorica este
FAIN,®) = [T[®(N — i +1))]e i V=i+Dt
=1

Densitatea de repartitie aposterioricd a lui (N, ®) cand se d& t este

g(N =k, ®|t) =
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_ OMITL (k=i 4+ 1)].e~® i k=it Dt -1 g—ad -
Yieamfo =1+ 1).<I>"+b—1_e—°(a+2i(l—i+1)t.d¢,’ =

care se mail scrie

_ ¢b+n—1 —®(a+Ty k)
g(N =k, ®[f) = (5.17)
['(b+n) —1 (TJ,._)"”J (a+Tn;)" —i-%

unde
n

Top=) (k—i+1)t, k>n. (5.17")

=1

Repartitia aposteriorica a lui ® cAnd N = k = const si se da t este
Gamma(0,a’,b'), a'=a+ T, V' =b+n (5.18)

adicad densitatea sa aposteriorica de repartitie este

¢b+n— 1 e—@(a+T,.'k

dlt) = : 5.18'
9(2lt) (b + n)[a+ T, ] (b+n) )
Repartitia aposterioricd marginald a lui N (cand se d& ?) este
k! (a + Tn —b—nﬂ.
P(N = k|i) = — &= ( ) (5.19)

oo J —b—npg .’
7 n(7 n)l(a—*—Tn}\) n7r.7
Din (5.19) rezulta ca se poate calcula estimatia bayessiana N a lui N cand
functia de pierdere este patratica si anume

N = ikP(N = k|1) (5.19')

k=0

care se poate calcula numeric, aproximand seriile prin sume finite cu suficient
de multi termeni.

Un caz special se obtine cand N este variabila aleatoare constanta cu
valoarea N = ko cunoscutd si ® are o repartitie apriorica Gamma(0, a,b).
In acest caz repartigia aposterioricd a lui ® cand se di { este de asemenea

Gamma(0,a’,b'),a' = a+ Thx,, ¥’ = b+ n.
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e Un alt caz special se obtine cand ® = const = ®¢ gi N are repartitia
aprioricd Poisson()). De aici se deduce asemanator formulei (5.17) ca functia
de verosimilitate a lui ® cand se di ¢ este forma

L(N = k|f) = g————0®%e %+ g = const, k > n.

k!
Te=ni°

Folosind formula lui Bayes din $ 5.1 deducem ca repartitia aposteriorica a
lui N este de forma

(k)\k )' —®oTy &
.P(N - klZ) - Zl e (’—ﬂ)' —QoTn;

Daca acum folosim relatiile
n n
Toy =T — Ty = > 1T, Ta=)_t
i=1 i=1
deducem expresia finala a repartitiei aposteriorice a lui N cand se d& ¢
[/\e"%z t.]k n
(k—n)!

Se observa ca repartitia aposteriorica a lui N —n este o repartitie Poisson de
medie

P(N = kJf) = exp{-de XLt} k>n.  (5.20)

’Y(tlat% 9 )—/\6’ d’oz' lt

adica estimatia bayessiana a lui N este
N =n+3(titayitn). (5.20")

Deci (5.207) este estimatia numarului initial de erori din soft considerat in
modelui clasic al lui Jelinski-Moranda.

e Alte versiuni ale modelului J-M. Presupunem [18] cd ® are o
repartitie apriorica Gamma(0,d, c), N este Poisson(\) si t; este exponentiala
de parametru A — (i — 1)®. In acest caz dandu-se A si ® functia de verosimil-
itate a lui ¢ este

(A®)".e 2Tnn exp (—A(1 — e~ %))

n!
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Presupunand ca ®¢ >> 1 rezulta ca (5.21) devine

(A®)* exp (—PT,., — )

n!

L), ®) =

(5.21")

Acum dacd ludm ca repartitie apriorici pentru A, repartitia Gamma(0, b, a),
atunci se poate deduce c# repartitia aposteriorici a lui A cind se di ¢ este
Gamma(0,V,d') unde b’ = b+ 1,a’ = a + n si repartitia aposteriorica a lui
® cand se di t este Gamma(0,d’,c) cu parametri ¢ = c+n,d =d+ Thn
adica (A4 T )oh
L nn ctn—1_—®(d+Tn,n)

p(®t) = —F(c+ ) i e . (5.22)
Acum dacd notdim N = N —n numarul de erori rimase (ne detectate), atunci,
in ipotezele anterioare, dupa calcule, se obtine repartitia aposteriorica a lui
N cand se di T (si cand repartitiile aposteriorice ale lui A i ® sunt cele
precizate anterior) de forma

/

— T@+N) [ &
PN = K mw)m (d' n Nt) 528)

unde K este o constanta de normare.
Se poate obtine o aproximare numerica a estimatiei bayessiene a lui IV si
anume o aproximare cu o suma finita a seriei

A

N =) N.p(NJi). (5.23")
1=1

e Un model depinzand de probabilitatea de a avea eroare. Pre-
supunem ca fiabilitatea depinde de probabilitatea p de a avea eroare. iar daca
exista erori in soft atunci presupunem ca intervalul de timp dintre aparitia a
doua erori consecutive este exponential de parametru A. Atunci fiabilitatea
este

R(t|X,p)=(1=p)+pe™. (5.24)

De aici rezulta ca daca T este perioada pe care s-a realizat testarea si daca se-
lec tia (notata ca mai sus) este t = 14,1, ..., {, atunci verosimilitatea apriorica
este ( ) lambdat
i 1= p) + pelom, n =0 ,
f(tl’\vp): {LA_.:;):@_}‘TTZ>O,T:Zt,', (524)
1
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unde pentru n > 0 se ia p = 1 deoarece in acest caz sigur s-au detectat
erori. Deci cazul interesant este cand n > 0, cand presupunem ca p =1 si ca
repartitia apriori a lui A este Gamma(0, a,b) adica

b

h(}) = ﬁ,\b—‘e—a*. (5.25)

Dupa calcule simple se deduce c& verosimilitatea aposteriori a lui A este

a+T)™* 1
M| T) = (—F@T)T—)—,\ 41— (a+7) (5.25')

adica media si dispersia lui) sunt respectiv

b+n b+n
—_— = 5.25"
a + T') Var(A) ( )

B = @+ TF

Dacd n = 0 s& presupunem ca repartitia lui p este Beta(c+ 1,d + 1) adica
are densitatea apriori

1
c+1,d+1)

a(p) = B pP(1—p), pe(0,1],c+1>0,d+1>0. (526)

Atunci functia de verosimilitate aposteriori si media aposteriori sunt respec-
tiv

(c+d+2)l(c+d+2)[p-(1 = p)*' 4 pHle™]
Fle+ DI(d+ 1)[d+ 1+ (c+ 1)e?T]

glp|T) = (5.26")

7= _Ct] g~

E = ——-1 - .
% c+d+3 d+ 14 (c+ 1)e M

Pentru estimarea parametrilor a si b cand n = 0 se maximizeaza functia de
verosimilitate (5.25’) iar pentru estimarea parametrilor ¢ si d (cand n > 0)
se maximizeaza functia de verosimilitate (5.26”). Calculul efectiv al acestor
estimatii se realizeaza cu metode numerice.
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5.4 Un model bayessian ce foloseste repartitia geomet-
rica

Presupunem [35] cd R; este fiabilitatea softului in faza a i—a de testare.

(O faza de testare constd din mai multe testari individuale, numite cazuri

de testare). Fie X; numarul de cazuri de testare in faza a i—a de testare

(depanare) pana cand apare o cidere (eroare de program). Deci X; este o

variabild aleatoare discretd care presupunem ci are o repartitie geometrica
de parametru R; adica

P(X;=k)=RI'"'1-R), k> 1. (5.27)

S3 presupunem in plus ci R; are o repartitie apriorica de tip Beta(a,b), adica
are densitarea de repartitie

a—1(7 _ p.\b-1
fim) = Ep

1 .
, B(a,b) =/0 (1 — )" dz.

Sa observan acum ca densitatea aposteriorica a lui R; cand se da X; = z;

este
Ralrl +a-2(1 _ Rl)b

= " 5.28

Densitatea aposteriorica a lui R, cand se da X, = z,, X; = x, este
RI] +z2+a-3 1 _ R b+1 ,
f(Ra|zy,22) = 2 ( 2) (5,28")

Beta(zy+ 1o +a—3,b+2)

In mod asemanator se deduce ca densitatea aposteriorica a lui R, cand se
dau X, =7,. Xy = 25..... X; = 7, este

Beta(c;,d;), ¢; = Z(.r_,- —1)4+a, d;=b+1. (5.287)

J=1

Ultima formula ne conduce la estimatia bayessiana a functiei K; cu functia
de pierdere patratica; aceasta este media repartitiei Beta(c;,d;) definita de
(5.28”) adica
Ci
ci+di
Acest model prezinta avantajul ca estimeaza direct fiabilitatea R; dupa @
faze de testare.

R; = E(Ri|z1, 72, ..., 2:) = (5.29)
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6 Modele Statice

Prin termenul de modele statice vom desemna modele in care timpul nu
intervine in mod explicit gi nu are niciun rol in determinarea caracteristi-
cilor de fiabilitaate ale softului. In aceeasi categorie de modele includem
modelele care determina caracteristicile de fiabilitate pe baza complexitatii
programelor, complexitate masurata cu ajutorul metricilor de complexitate.

6.1 Modele frecventiale

Presupunem ca softul are aceeasi comportare la orice moment de timp si la
orice executie pe calculator, indiferent de valorile datelor de intrare sau de
particularitdtile hard ale sistemului de calcul. Atunci si consideram ca de
obicei variabila de stare

1 dacaprogramul functioneaza
= 1
= { 0 altfel (6.1)

care este o variabila aleatoare ce nu depinde de timp, pentru care notam
p=P(X=0),R=1-p=P(X=1). (6.2)

In formula precedenta R este fiabilitatea programului, adica probabilitatea ca
la o executie oarecare, programul si functioneze corect.
Se presupune deci cé softul are o comportare stafionard, adica se comporta

la fel la orice moment de timp, daca datele sale de intrare se gasesc intr-un
acelas domeniu.

e Modelul lui Nelson ia in considerare numai rezultatele a n executii
ale programului, presupunandu-se ca acesta nu este influentat in executie de
datele de intrare particulare Inate la intimplare sau de momentul de timp la
care are Joc executia (rularea) programului. Daca in cele n rulari au avut loc
a caderi, atunci o estimatie a fiabilitatii este

R=Rh,=1-2. (6.3)

n

Acest procedeu de estimare a fiabilitatii programului este cunoscut sub nu-
mele de modelul lui Nelson [25,35]. Se observa ci R este o estimatie nede-
plasata si consistentd a lui R, adica,

E(R,) = R, lim R, = R, in probabilitate. (6.3)
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Sa presupunem ca domeniul datelor de intrare E este divizat in M sumbultimi
disjuncte, adica

E = {E\, Es, ..., En) (6.4)

si fie p;=probabilitatea ca la o testare, datele de intrare sa fie selectate din
E;. Atunci probabilitatea ca la o executie programul sa functioneze este

M
R=3) pR; (6.4")
=1
unde
__ . ~_J 1 dacasistemul functioneaza B
Ri=P(X; =1),X: = { 0 altfel. (64")

Formula (6.4’) definegte fiabilitatea (staticd) R in acest caz. Daca p;,1 <1 <
M sunt cunoscute, atunci R; se pot estima cu modelul lui Nelson, iar R se
poate calcula cu (6.4’). Astfel, dacid s-au ficut n; testdri cu date din E; si
pentru datele din F; s-au obtinut «; caderi, atunci fiabilitatea programului
se estimeaza astfel

R=1-Y %, (6.5)

In general insa, p; nu sunt cunoscute. Daca multimile E; sunt finite i cunos-
cute, atunci notand N; = Card(E;), N = =M N, rezulti ci p; se estimeazi
cu p; = N;/N.Daci insi E; sunt multimi infinite dar marginite din R¥, atunci
pi se pot estima cu ajutorul simularii astfel:

- Se genereaza N, un numar suficient de mare de puncte uniform dis-
tribuite in £ = {E), I, .... Xy }:(Acest lucru este posibil deoarece E; i E
sunt marginite);

- Se noteaza cu N; numairul punctelor ce se afla in I

- Probabilitatile p; se estimeaza cu formula p; = %L

Unele modele empirice se bazeaza pe observatii privind comportarea unui
program pe parcursul a mai multe testari independente. In acest caz sa notam
p(2) fiabilitatea programului la testarea a i—a. Se pot presupune urmatoarele
forme particulare ale ale functiei p(i), i = 1,2,... si anume

Forma liniara

p(1)=a+bi,a>0,b>0; (6.6)
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Forma invers liniara
pli) =B ==, B=p(o), a > 0; (6.6)

Forma exponentiala
p(i) = ab’, a > 0, b > 0. (6.6”)

Daca la testarea :—a se fac n; rulari ale programului si se obtin d; cdderi,
atunci p; se estimeazd cu formula lui Nelson, adicd p; = 1 — d;/n;. Cu
observatiile (p;, 1), = 1,2, ... (presupuse independente) se pot estima parametrii
din formulele (6.6)-(6.6”), folosind de exemplu metoda celor mai mici patrate.
Estimarea parametrilor a si b din (6,6”) se face liniarizand in prealabil functia
respectivd, adicd y(i) = loga + 1.b, y(i) = log p(z). Se vor estima astfel prin
metoda celor mai mici patrate parametrii a = log a si b; estimatia lui a este
deci a = €°.

6.2 Modele ”captura recaptura”

Una din aplicatiile statisticii matematice rezolva o problema de tipul urmator:sa
se determine numdrul N de pesti dintr-un lac? Probleme similare sunt:sd
se determine numdrul N de insecte dintr-o pddure? sau sd se determine
numarul N de albine dintr-o prisacd?,etc. Desigur, in fiecare caz se pre-
supune ca teritoriile sunt inchise adica nu comunica cu alte teritorii. (De
ex. lacul este inchis si nu comunica cu alte lacuri, sau terenul pe care se
estimeaza numarul de insecte este deasemenea inchis).

Solutia fiecarei probleme se poate baza pe observafii. care de exemplu.
pentru problema referitoare la pesti se bazeaza pe capturarea unor pesti, dar
nu este posibilda (si nici interesanta) din punct de vedere practic capturarea
tuturor pestilor, pentru a determina numarul exact al lor. Numarul N de
pesti se va estima conform urmatorului procedeu statistic:

- se captureaza un numar de n pesti care se marcheaza intr-un fel (de ex.
se vopsesc) si fara sa fie sacrificati (sau omorati!) sunt din nou eliberati in
lac. Deci, acum in lac existd doua feluri de pesti: pesti marcati si pesti ne

marcati; sa notam
n

P=x (6.7)
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probabilitatea ca un peste din lac sa fie marcat;
- se captureaza din nou un numir v << N de pesti din acelag lac; daca
a este numarul de pesti marcati din aceastd cea de-a doua captura, atunci o

estimare a lui p este
a

p=—. (6.7")
v
Acum in (6.7) se cunosc n, p si deci se poate estima N ca N =n/p.
Procedeul se aplicd numai in cazul cand N este foarte mare, astfel incat la
cea de-a doua capturd si putem considera extragerile fard intoarcere, astfel
ca probabilitatea p sa nu se modifice. Dacd si v este mare atunci putem
determina si un interval de incredere pentru N care este de forma

5 = . N . N

[N17N2] leTy N2=A—

P2 P2

o i o o . . o
128523521 =P—26E,P2 =P+267; (6.8)
unde
1 7 e
b=p1-p), —= [ Fdu=46. (6.8")
\/27r_26

In formula precedentd ¢ este coeficientul de incredere sau de tolerantd, adica
o probabilitate dati, apropiatd de 1, dar mai mica decat 1. Pentru deter-
minarea intervalului de incredere [p;. p.], avand dat coeficientul de incredere
d apropiat de 1 (de ex. & = 0.95), s-a folosit teorema limita centrala, adica
faptul ca variabila aleatoare Z = (p — p)/(6/\/v) are, pentru v—mare, o
repartitie normala V(0.1).

Procedeul statistic descris anterior, pentru estimarea numarului N de
pesti din lac, este de fapt un procedeu general pentru rezolvarea prolemelor
de acest tip si este cunoscut sub numele de procedeul captura-recapturd.

Solutia problemet analizate anterior, bazata pe procedeul captura-recaptura.
se poate transpune si in cazul estimarii numarului Ny de erori din sistemul
soft. Astfel, dupa un numar de testari din care s-au detectat multe erori, se
introduc din nou cele n erori detectate. Sa numim aceste erori insdmantate.
Acum, probabilitatea de a detecta intr-o testare ulterioara a programului o
eroare insamantatd, este data de (6.7) cu N = Ny. Dacd acum, analog pro-

cedeului de mai sus, efectuam alte v noi ruliri ale softului (adic& noi testari),
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din care detectam o erori sau esecuri in executia softului, atunci p se es-
timeaza din nou cu p dat de (6.7’). Deci Np se estimeaza acum cu formula
No = n/p si un interval de incredere pentru Ny se obtine tot cu relatiile (6.8)
s1 (6.8").

Remarci. Daci Ny nu este suficient de mare si v nu este suficient de
mare, atunci P(a = 1) se calculeazd pe baza repartitiei hipergeometrice,
adica .

or—

Pla=1)= CrCy”
foo-i-n

ultima probabilitate fiind functia de verosimilitate cu care se poate estima
Ny prin metoda verosimilitatii maxime. Daca N este estimatia de verosimil-
itate, atunci intervalul de incredere pentru Ny se poate determina cu ajutorul
repartitiei discrete a lui No, problem3 de care nu ne ocupim aici, ea putand
fi rezolvata usor pe baza unui algoritm.

6.2.1 Alte tipuri de modele capturéd-recaptura.

eUn model alternativ de tip ”captura recapturd” se obtine cand
testarea experimentald se realizeaza cu doua echipe de programatori. Erorile
depistate de prima echipa (in numir de n) sunt insdmdntate in program
g1 se face apoi testarea programului de cdtre a doua echipi. Dacd v este
numarul de erori detectate de cea de-a doua echipa si dintre acestea a sunt
erori insamantate, atunci cu aceleasi notatii, numarul Ny de erori initiale ale
programului se poate estima cu aceeasi metodologie ca in caazul modelului
”captura recaptura”.

e Alt model alternativ de tip ”capturd recaptura” se obtine cand
testarea se realizeaza in paralel cu doua echipe astfel: se fac testari de catre
cele doua echipe obtinandu-se respectiv ny.n, erori din care n (n < ny,ny)
sunt erori comune: deci probabilitatea unei erori comune la o testare este
p = n/No; intr-o noua faza de testare se fac de catre cele doua echipe 1,
respectiv 1, testari i se obtin a erori comune. Atunci p se estimeaza cu

formula
.« ,
P:;>V:V1+l/-z (6.8”)

de unde procedeul continua ca mai- sus, adica

N():
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Intervalul de incredere pentru Ny se determina tot cu formulele (6.18). (6.187).

6.2.2 Modele generalizate de tip captura-recaptura.

Deoarece in general erorile din soft nu au aceeasi probabilitate de aparitie
iar membrii echipelor (inspectorii) care testeaza softul, sau inspecteazad docu-
mentatiile (in care de asemenea pot exista erori), nu au aceleagi performante,
utilizrea procedeului captura-recaptura trebuie adaptata in mod corespunzator.
In acest caz general datele obtinute pe o perioada mica de timp se presupun
de forma

I Ti2 Tik

T21 T22 T2k
X =

Ipr Tp2 --- TDk

unde z;; = 1 dacd si numai daca inspectorul ¢ a detectat eroarea j,1 <1 <
k,1 <1i < D. Daca testarea se efectueaza pe perioade mari de timp atunci
datele obtinute constituie o matrice de forma

Nii Niz ... Ny
N = Ny Nyz ... Ny
Niy Nigy ... Npi
unde N;; este numarul de erori de tipul j detectate de inspectorul z.
Din matricea de date X se poate determina:
- pentru fiecare inspector ¢, numarul total de erori detectate de acesta
— 5D A
/\ri. = Zi:l ,\',']'.
- pentru fiecare tip de eroare j, numarul de inspectori care detecteaza
acea eroare N ; = Y5 N

1]
S . Tk D A N, = T a
- numarul total de erori detectate N =30, 3500 Nij = ¥, Vi =32, V.
Datele precedente se obtin in faza "captura”. Daca erorile detectate sunt
"Insamantate” atunci in faza recaptura, cand erorile X;; obtinute in prima

faza sunt marcate, se obtin datele
v = |lvi|
A = lagll,  ai; < v
unde v;; = numdrul total de erori de tipul j detectate de inspectorul z in

faza recapturd iar a;; = numarul de erori recapturate de tipul 7 detectate de

inspectorul :.
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Sa notdm acum Ng);= numarul de erori de tipul j existente in soft, Ny =
umarul total initial de erori din soft si fie p ;= probabilitatea unei erori de
tipul j, p; = probabilitatea detectdrii unei erori de citre inspectorul ¢ si fie
pij=probabilitatea ca o eroare de tipul j sa fie detectatd de inspectorul .
Facem ipoteza naturala ca p;; = p.p; Ne intereseaza estimatii pentru N(g);
si pentru Np. Introducand notatii asemanatoare celor definite pentru ma-
tricea N si pentru matricile v si A se constata ca estimatiile probabilitatilor
introduse sunt

ai; A a;

Pi; = y DPi. = y P -
Viy v, V;

In concluzie, in final se obtin estimatiile

a N; B
Ny = =%, No=)>_N,;.

A b

p-j 1=1

Cu ajutorul estimatiilor probabilitatilor se poate verifica (utilizand un test
x?) si ipoteza H : p;; = p; p;. De asemenea Ny se poate estima si cu formula

. ko . N;
N* =Y N*oy, N*o= ﬁ"'
'=l 1.

Cele doua estimatii ale lui Ny permit estimarea erorii relative

~ ~

_ No— N
No

Eroarca relativa RE(Ng) ne da informatii asupra eterogenitatii echipei de
ispectori.

6.3 Modele bazate pe metrici de complexitate

In general exista o stransd legdturd intre numarul de erori din program si
complexitatea programului exprimata prin numarul de instructiuni si prin
natura acestora (numar de linii, numar de cdi de testare, numar de cicluri
sau blocuri predicative, etc.).

Halstead [14,18] propune o serie de atribute ale programului care sunt
determinate dintr-un numar de metrici ce deriva din structura unui program

si din implementarea acestuia intr-un limbaj de programare. Atributele unui
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program includ marimea, efortul mental de a crea programul. timpul necesar
creierii programului si numarul de elemente esentiale ce compun structura
programului. Structura programului poate fi considerata in sensul teoremei
Bohm-Jaccopini (programul este reprezentat sub forma de schema logicd) sau
in sensul modular-ierarhic al teoremei lui Jackson (programul este reprezen-
tat printr-o diagrama modulara de structura, numita diagramd de structura
nested logic). Aici vom prezenta cateva modele empirice bazate pe asa zisele
metrici de compleritate ale softului. Ne vom referi la acele metrici care au
legatura cu fiabilitatea programelor.

6.3.1 Model bazat pe metrica de tip Halstead.

Metricile de complexitate sunt in special legate de mdarimea softului si pre-
supun ca in functie de valoarea metricei se poate estima numarul de erori din
soft. Mai intai vom prezenta cateva caracteristici metrice ale unui program
analizand constructia structuratd a acestuia.

Se stie ca structurile (sau blocurile) primitive ale unui program in sensul
Bohm-Jaccopini sunt:

- Secventa II: begin S, S,, ..., S, end;

- selectile, de patru tipuri:

a) ®,::= if P then S; (adicd selectia ”if-then”);

b) A = ®,::= if P then S, else S;; (adicd selectia "if-then-else”);

c) ®3::=if P, then S, elseif P, then S, ... elseif P, then S,; (adica
selectia multipla in ”cascadd”);

d) ®4::=case [ for I, : S;. 1 : S,..... I, : S,; (adica selectia multipla de
tip “case”. cu predicat polivalent);

- iteratiile, de trei tipuri

e) Qy::= for I do S: (adica ciclul "for);

f) Q = Q,::= while P do S: (ciclul "while”);

g) Q3::= repeat S until P; (ciclul "repeat-until™). Si observam ca for-
mal. toate structurile de mai sus se pot transforma in programe echivalente
care se pot exprima recursiv numai in termeni de 11, A. Q.

In structurile de program de mai sus S; reprezinta instructiuni simple,
blocuri functionale ( de forma S : X — X', care transforma o multime de
date X intr-o multime de date X’), sau alte blocuri primitive; I reprezinta
o variabila discreta cu o multime finitd de valori (deobicei I este intreg),

iar P, P;,1 < ¢ < n sunt predicate simple (cu doud valori:true sau false).
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Un program care consta din compunerea recursiva de structuri primitive de
tipul celor de mai sus se numeste program structurat. O teorema a lui Bohm
s1 Jaccopini spune ca orice program (algoritm) poate fi transformat intr-un
program structurat echivalent. De fapt teorema spune ca orice program se
poate reprezenta ca o combinatie recursiva, finita a trei din structurile de
mai sus gi anume II, A, (), daca se adauga la nevoie noi blocuri predicative w
si noi blocuri functionale de forma T ::= w := true, si F' ::= w := false.

Sa observim cd un program structurat, cand este implementat intr-un
limbaj, nu va contine instructiunea goto neconditionat.

Este deci suficient sa definim masuri de complexitate numai pentru struc-
turile de program de mai sus, deoarece acestea, prin combinari recursive intre
ele vor conduce la calculul metricii oricarui program structurat.

Se presupune c3 o masurd M a complexitatii algoritmilor reprezentati de
srtucturile primitive mentionate mai sus satisface urmatoarele axiome:

1. M(IT) = 33, M(S);

2M(S) = M(®:1) > M(S);

2(M(51) + M(S2)) > M(®2) > M(S1) + M(S2);
2555 M(Si) > M(®3) > 37, M(S5);

M(®,) > 35, M(S));

M() > M(S);

2M(S) = M(Q2) > M(S);

2M(S) > M(Q3) > M(S);

In axiomele de mai sus se recunosc (macar partial) axiomele conceptului
clasic de mdsurd.

P

O metricd de complexitate M este o aplicatie M : P — R* care se pre-
supune ca satisface axiomele de mai sus. unde P este multimea programelor
structurate.

e Teoria lui Halstead. Halstead. introduce urmatoarele caracteristici
(masurabile) ale unui program. deduse din considerente plausibile:

Numirul n; de operatori distinc{i in program (care sunt cei ce definesc
strucrurile primitive), n; = const:

Numarul n} de parametri input/output ai programului;

Numarul n, de operanzi distincti din program, n, = bnj, unde b este o
constanta.

Numerele N, N, ce reprezinta numarul total de operatori, respectiv op-
eranzi, din program.
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Numarul n = n; + n; reprezinta (conform lui Halstead) dictionarul pro-
gramuluz;

Lungimea programului este definita de formula
N = n,log, n; + nslog, n, (6.9)
Volumul programului este (cf.Halstead)
V = Nlog, n = (n; log, ny + nalog, n2) log, (ng + n2). (6.9")
In functie de acestea se definesc alte caracteristici (mdsurabile) care pot

exprima complexitatea unui program gi anume:
Nivelul programului este

2n2
L= : 6.10
nl N2 I ( )
Dificultatea programului este
D = nlNz; (611)
2n2
Nivelul limbajului (in care este implementat programul) este
VD
I'= ST (formula dedusa empiric) (6.12);
Nivelul programului este
Vv
A== (6.13)

Coeficientii numerici din formulele de mai sus. precum si din alte for-
mule ce vor fi precizate mai jos, au fost dedusi pe baza analizel statistice a
unor clase variate de programe complexe (compilatoare. utilitare. SGBD-uri,
etc.); acesti coeficienti s-au estimat cu metodele teorici regresiei folosind date
istorice culese explorand diversele programe existente in exploatare (date s-
torice).

Ideile introduse de Halstead sunt importante pentru ca identifica un
numar de elemente cantitative simple care pot constitui masuratori si observafi
primare pentru a legitima o stiin{d a software-ului.

Caracteristicile V, D, L, T introduse anterior pot fi utilizate ca metrici ale

unui program.
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Sa aratam de exemplu ca D satisface axiomele 1-8 introduse mai sus.
Cand intr-o structura de program va interveni un bloc S vom mentiona la
indicii diverselor caracteristici si indicele s. Vom verifica pe rand axiomele
pentru D.

» o Nag,

1. D(T) = T5, M(S,) = " 2gm
2. 2D(S) = 2% > D(®,) = D(S);
2(ny1Nas, +n1 N nys; N2 nis, N2

3. 2(D(S1) + D(S7)) = —m, 2 D(®;) > 5=+ =2 =
D(S,) + D(S);

4. 257, D(S;) > uha > ()l _ gy 4 D(Sy);

sl a.m.d.

In mod asemanator se pot verifica axiomele 1-8 si pentru V.

Metrica lui Halstead (cunoscutd sub acest nume) este marimea V, care
dupa cum se vede tine seama atat de structura cat si de complexitatea pro-
gramului.

Halstead propune ca estimatie a numarului de erori initiale din soft

» 174 5

No = A (6.97)
unde V este volumul programului propus de Halstead, iar Fy este o constanta
de proportionalitate ce se estimeazd din date istorice. Desigur, modelul fiind
empiric, i1 se pot aduce multe critici. El a rezultat din date experimentale
efectuate asupra multor testdri de soft, iar formulele (6.9)-(6.9”) reprezinta
valori medii sau ordine de mdrime.

6.3.2 Alte modele bazate pe metrici

Metricile de complexitate a programelor s-au dezvoltat pornind de la
faptul ca orice model de dezvoltare de software trebuie sa tind seama de
descrierea produsului soft. de procesele si evenimentele asociate acestuia si
legat de acestea. de alributele pe care le capata produsul soft implementat.

Produsele soft poseda doua atribute cuantificabile importante: mdrimea
st structura asa cum am precizat si mai sus. Dacd marimea este usor de
imaginat (prin lungimea textelor sursd sau executabile de exemplu), struc-
tura este masurata in functie de atributele relajiilor dintre componente care
adesea sunt modelate prin grafuri (vezi schemele logice!) sau prin diagrame
de structurd ierarhice, arborescente (vezi de exemplu diagramele de struc-

turd "nested logic”). Structura programelor executabile poate fi cuantificata
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m functie de caracteristicile interfetelor modulelor ce alcatuiesc programul.
Pot fi cuantificate si textele care descriu specificafiile programului, mai ales
in ceea ce priveste posibilitatea intelegerii acestora de catre utilizator. Cuan-
tificabile sunt si relafiile intre produse precum i rata expansiunii produselor
care masoara de exemplu relatia intre marimea unei documentatii de specifi-
care §i marimea modulelor de program sursa sau executabil corespunzatoare.
In sfarsit, se poate cuantifica si stabilitatea sau instabilitatea vis a vis de
dezvoltarea sau intretinerea produselor soft.

Procesele sunt de doud tipuri:task-urt gi operafii. Task-urile sunt obiec-
tivele de proiectare a unui subsistem sau a unei unititi de testare a unui
modul specificat care sunt identificate in mod explicit pentru realizarea pro-
duselor. La randul lor task-urile pot fi de doud tipuri: task-uri de productie
§i task-uri de verificare (testare), care toate sunt planificate in timp. Multe
metrici ale proceselor se obtin din task-uri de testare si ele se refera la com-
pletitudinea activitdtilor de testare sau la eficienfa acestei activitati. Operatiile
sunt proceduri care se executd in cazuri neprevazute (de exemplu ce se face
cand un modul cade la testare), sau in alte cazuri cand nu a fost posibild o
planificare.

FEvenimentele sunt intelese in acest context ca semnalele care cauzeaza
activarea proceselor. Cele mai multe metrici bazate pe evenimente deriva
din numararea erorilor gisite la testare sau pe cerintele de modificare a pro-
gramelor pe parcursul implementarii lor. De obicei metricile bazate pe eveni-
mente sunt incorporate in cele bazate pe produse si procese.

Metricile ce vor fi descrise in continuare sunt extrase din diverse surse
documentare (printre care sursa primara este lucrarea [18]). Ele sunt dintre
metricile care s-au dovedit utile in practica, au fost validate de experienta
producatorilor de soft. sunt cele mai cunoscute desi unele si-au pierdut din
interes, sau sunt cele care indeplinesc cerinte importante in activitatea de
realizare a produselor soft. Enumeram pe cele mai importante.

Numarul de linii de program. Este folosit pentru a masura module,
subsisteme sau sisteme; este o metrica necesara in controlul si normarea
muncii §i pentru prognoze. Este legata de lungimea N a programului in
sensul lui Halstead.

Numarul de cuvinte. Este o masura statica a marimii fizice a unui a
unui document scris in limbaj natural care este fie document de specificare

fie manual de utilizare.Este folosit ca metrici de control. Metrici echivalente
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sunt numarul de fraze sau numarul de pagin:.

Complexitatea proiectului soft. Masoara complexitatea produsului
soft in termeni de numar de module care compun proiectul si de conexiuni
dintre acestea. Este un indicator de calitate care este legat de claritate si
caracterizeazd facilitarea intelegerii si posibilitatea de a intretine produsul
soft.

Maisuratorile de bazi care sunt necesare pentru a construi metrica de
complexitate a softului sunt:

A;= numairul de arce din descrierea modular-ierarhica a programului de
la nivelul 0 la nivelul z;

N;= numarul total de module de la nivelul 0 la nivelul z;

T;= numarul total de arce din structura arborescentd ideald a progra-
mului; structura arborescentd modulard este ideald cand fiecare modul este
apelat de un singur modul.Din definitie rezulta T; = N; — 1.

Din caracteristicile numerice definite anterior rezulta urmatoarele masuri
ale calitatii proiectarii unui produs soft:

C; = Ai—T; este misura complexitatii absolute a nivelului : al arborescentei
modulare;

R; = C;/A; este masura complexititii relative a nivelului ¢ al structurii
modulare;

D; = (Ci—Ci_1)/(Ai; — Ai-1) este m3asura complexitatii relative a nivelu-
lui ierarhic ¢ al structurii modulare (numita si impuritatea relativa a arbore-
lui).

Aceste metrici se refera la domenii de proiectare software suboptime si
deci de calitate scazuta. Totusi analize practice au evidentiat o legatura intre
C; 1 R; pe de-o parte si rata erorilor din programe pe de-alta parte.

Complexitatea ciclomaticd. Accasta se bazeaza pe numarul ciclo-
matic introdus de McCabe [8,9,10.18]. Programul este reprezentat de o
schema logica (7 (un graf orientat cu un nod de intrare-start si unul final-
stop); numarul ciclomatic este

V(G)=e—n+2p (6.10)

unde e este numarul de arce ale schemei logice, arcul fiind o muchie de ra-
mificare, n este numarul de noduri, unde un nod este echivalent cu un bloc
secvential din programul sursd, iar p este numarul de componente obtinute

prin conectare, adica in mod normal este 1.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



136 C'ap.6

In programe structurate (adica programe care nu permit salturi in si din
cicluri), V(G) este echivalent cu numarul de predicate plus 1, unde predi-
catele compuse din blocuri de forma ”IF a AND 8 THEN” sunt considerate
ca doua. Acesta este echivalent cu numarul de puncte de decizie din program.

McCabe a sugerat ca un program cu o metrica de valoare mare reprezinta
un soft dificil de produs si de intretinut. Exista autori care 1si exprima rezerve
fatd de utilizarea metricii definite de numarul ciclomatic al lui McCabe. El
poate fi utilizat mai degrab3 ca masura a testabilitd{ii unui program.

Maisura de complexitate a lui Oviedo. Aceasta este o suma pon-
deratd a metricii de control a fluxului si a metricii fluxului de date. Ea
masoara complexitatea unui program si este de forma

C = aCF +bDF (6.11)

unde C'F este complexitatea de control a fluxului masuratd prin numarul de
muchii din schema logici, DF este complexitatea fluxului de date mdsurata
prin suma complexitatilor fluxurilor de date din fiecare bloc al programu-
lui, iar @ si b sunt ponderi ce pot fi presupuse egale cu 1. Aceasta metrica
poate fi utilizatd pentru a identifica modulele complexe care ar necesita o re-
proiectare sau testari suplimentare. In literaturd se comenteaza ca aceasta
metricd a lui Oviedo nu se ridica deasupra interesului reprezentat de metrica

lui McCabe.

Importanta sau tdria modulului. Aceastd metrica reprezinta asa zisa
coeziune a unui modul. adicd in ce masura un modul este considerat ca avand
o singura functiune. Se pleaca de la ideea ca un modul bine modularizat (sau
segmentat) are de regula o singurd functie. Deci modulele care realizeaza
mai multe functiuni sunt super-complexe si exprima faptul ca sistemele nu
au fost suficient de descompuse. Deci {dria unui modul este atat un indicator
al calitatii descompunerii cat si al complexitatii modulelor individuale. Unii
autori recomanda ca taria unui modul sa indice cat de multe din urmatoarele
functiuni realizeaza modulul: intrari/iesiri: lansari in executie/ comenzi de
control; prelucrari algoritmice. Masura acestor functiuni poate deci avea
valorile 1,2 sau 3, unde valoarea 1 este consideratd ca importanta mare,
valoarea 2 este o importantd medie si valoarea 3 este o importanta redusa.

Se observa ca aceastd metricd se exprima prin valori alese in mod subiectiv
si deci se recomanda si fie putin utilizata; ea poate indica o modularizare

necorespunzatoare a componentelor softului.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Modele statice 137

Metrici ”fan-in si fan-out”. Aceste metrici contorizeaza interconexiu-
nile unui modul cu alte module ale sistemului. Termenii ”fan-in” gi ”"fan-out”
sunt folositi in mod ambiguu in literatura despre metricile de software pentru
a desemna diferite concepte ca:

(1) sa descrie relatiile de apelare dintre module ilustrate prin diagrama de
structura a softului; acestea sunt numite fan-in gi fan-out structurale;

(i1) sa descrie relatiile fluxurilor de date dintre proceduri si relatiile dintre
proceduri si date; acestea sunt numite fan-in si fan-out informationale.

Modulele sunt privite aici ca unitati de compilare singulare.

Metricile structurale fan-in numara modulele care apeleazi un modul, in
timp ce metricile structurale fan-out numara modulele apelate de un modul
dat. Ele sunt indicatori de calitate in sensul c& modulele cu valori mari ale
metricii structurale sunt gi complexe si critice din punct de vedere sistemic.

Metricile informationale fan-in si fan-out se bazeaza pe fluxul de informatii
dintre proceduri care nu se rezuma la faptul ca un modul apeleaza pe celalalt
(numit fluz local de informatii), dar si pe informatiile bazate pe valorile re-
turnate prin apel (numit fluz local indirect) precum gi pe informatiile trans-
ferate intre proceduri prin structuri de date globale (numite fluzuri globale
de informatii). Metrica informationald fan-in numara fluxul de date locale
in procedura §i numarul structurilor de date din care procedura extrage
informatii; metrica informationald fan-out a unei proceduri numara fluxul
de date locale ce ies din procedura plus numarul de structuri de date pe care
procedura il actualizeaza.

Fluxul local de date apare dacd se indeplineste una din urmatoarele
conditii.

- o procedura apeleaza o alta procedura;

- o procedura apeleaza o alta procedura si apoi utilizeaza o valoare ce i
se returneaza (aceasta este considerata fan-in pentru procedura apelanta si
[an-out pentru procedura apelata);

- o procedura apeleaza doua proceduri A si B si iesirea Iui A este intrare
in B (aceasta este fan-out din A si fan-in in B).

(‘omplexitatea fan-in si fan-out (introdusa de citre Henry si Kafura) este:

Cyiyo = lungimea x [fan — in x fan — out] (6.12)

unde lungimea este orice metricd de "volum” ( de exemplu numérul de linii

ale programului, sau marimea programului dupa Halstead, sau numérul ci-
clomatic al lui McCabe).
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Metricile structurale sunt potrivite pentru produsele software care uti-
lizeazd in proiectare diagrame de structurd ierarhice si sunt recomandabile
pentru evaluarea acestor diagrame.

Metricile informationale par a avea o importanta mai mare in probleme
de proiectare. Conceptele fan-in si fan-out pot fi extinse si la structuri de
date prin descrierea structuratd a acestora.

Formula facilitdtii de citire a programului. Aceastd masura R este
datd de formula

R =0.295VAR — 0.499NSL + 0.13CYCLO (6.13)

unde VAR este lungimea medie normalizata a variabilelor textului progra-
mului, NSL este numarul de linii care contin instructiuni, iar CYCLO este
numarul total de ramificatii din program plus unu.

O masur3 a facilitatii de citire a programului este necesara pentru intretinerea

si extinderea acestuia. Acesta este cazul programelor care se utilizeaza sub
diverse versiuni pe perioade indelungate.

Indicele de mascare. Este o metrica de calitate a facilitatii de citire
g1 intelegere a unui text. Caracteristicile masurabile ale unui text produs
pentru a fi citit sunt: sen= numarul de propozitii; wrd= numarul de cuvinte;
syl=numarul de silabe. Indicele de mascare a citirii este

FI = 04(wrd/sen + (hrd/wrd)100) (6.14)

unde hrd este numarul cuvintelor de trei sau mai multe silabe.

Acest indice este mai putin utilizat pentru a masura calitatea documenta-
tiilor de software: in schimb el este utilizat pentru evaluarea textelor din
reviste de anunturi sau reclame de programe.

Rata de extindere a proiectului. Aceasta metrica se refera la situatiile
cand proiectarea softului se face intr-un limbaj formal specializat de proiectare
( de tipul unui pseudocod). Rata de extindere a proiectarii este

E = LOC/DS

unde LOC este numarul total de linii-cod (scrise in limbajul dat) iar DS este
numarul total de instructiuni din proiect. Este una din putinele metrici care

considera relatiile dintre produse.
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Ratele de erori si de modificiri. Metricile de acest tip masoara
volumul de schimbiri la care este supusa o componenta soft pe parcursul
dezvoltarii produsului.

Masuratorile utilizate de acest tip de metrici sunt:

- numarul total de erori gasite intr-o componenta;

numarul total de erori de un anumit tip gasite intr-o componenta;
rata erorilor= (total erori)/(volumul componentei);
rata erorilor pentru un anumit tip de eroare;
volumul modificarilor componentei datorate erorilor;
volumul modificarilor componentei datorate erorilor de un anumit tip.
Tipurile de erori ce pot fi considerate sunt:
- erori ce au fost introduse in componentd de un proces particular (de
exemplu de procesul de proiectare);
- erori evidentiate de un proces particular (de exemplu prin controale);

- erori de o naturd particulard (de exemplu s-a omis ceva sau s-a introdus
ceva ce este incorect);

- erori legate de un tip particular de specificatie software (de exemplu
erori de intrare/iegire sau erori logice de specificare).

Volumul modificarilor si erorilor, precum si ratele acestora pot avea impor-
tanta in estimarea costurilor de proiectare si testare.

Subliniem din nou faptul ca in formulele de mai sus, coeficientii numerici
care apar, au fost estimati prin metode statistice folosind date istorice.

Metricile introduse mai sus au la bazi considerente practice intuitive. In
subsectiunea 6.4 (urmatoare) vom prezenta unele consideratii care sa justifice
$1 din punct de vedere formal constructia lor.

6.3.3 Modele bazate pe metrici pentru determinarea lui N,

Una din problemele importante ale fiabilitatii programelor este. aga cum
am subliniat mai ales in capitolele 2,3.5. estimarea numarului initial de erori
din soft, Ny.

Unul din scopurile cunoasterii metricilor de software. asa cum am mentionat
cu ocazia prezentarii metricii de tip Halstead, este si acela de a stabili formule
pentru calculul numarului initial de erori Ny in functie de valorile diverselor
metrici. Aceste formule au fost stabilite de regula pe baza analizei unor date
statistice (istorice) culese cu ocazia realizarii unor produse soft existente in

exploatare.
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Vom enumera in continuare cateva din modelele empirice reprezentative
pentru estimarea lui Ny folosind valorile estimate ale unor metrici.

Modelul lui Lipow care spune ca daca S este numarul de instructiuni
executabile din programul sursa, atunci

No = (a1 + azlog S + aslog $*)S (6.16)

unde a;,a,a; sunt constante ce pot fi estimate folosind date Ny;,S;,1 <
¢ < M cunoscute anterior pentru M produse soft. (Se poate de ex. folosi
metoda celor mai mici patrate, care conduce la un sistem neliniar in cei trei
parametri).

Lipow propune si modelul

No = a+bS° (6.16)

unde de asemenea a, b, c sunt parametri ce trebuie estimati din date experi-
mentale. O valoare constant3 [18,25,35] (¢ = 4/3) a fost gasita experimental.

Modelul lui Schneider [18,25,35] constd in estimarea lui Ny dupa for-
mula

No = 71.6E*35'/3 (6.17)

unde E este efortul de munca profesionald exprimat in oameni-luni, iar S
este numarul de mii de instructiuni sursa executabile ale softului.
O altd formuld empiricd de calcul aproximativ al lui Ny este [18]

s 5/3 ;
No =t () 6.18
’ 0.047 (
unde n este numarul de subprograme ale softului analizat.

6.3.4 Cateva modele euristice cantitative

Aceste modele, preluate din [18], se referd la controlul procesului de dez-
voltare a produsului soft in functie de erorile gasite pe parcursul testarii si
organizarii procesului de testare. Ele au ca scop estimarea performantelor
intermediare ale produsului soft.

e Model pentru sursele de erori si detectarea lor. Acest model
foloseste ca masuratori (date de intrare) numarul mediu de clase de erori
n si numarul mediu de erori f;; din fiecare clasa 7 = 1,2,...,n si pentru

fiecare componenta 1 = 1,2,..., N a sistemului soft descris ierarhic de cele N
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Modele statice 141

componente. Se presupun date si cele r + 1 nivele ale diagramei ierarhice i
se presupune ca procesul testarii consta din r etape de testare independente.
Trebuie de asemenea cunoscuta rata de detectare a erorilor dji, pentru fiecare
etapa de testare k = 1,2, ...,r.

Modelul isi propune sa estimeze F;=numarul total de erori ramase in
clasa j dupa integrarea tuturor modulelor calculat cu formula

Fi=F;(1 - D;)

J

b r r N
D; =1-[[(1~di), Fj=3 (3 fi)(1—di)
k=1 k=1 i=1

unde F; = rata de aparitie a erorii in clasa j iar D; este rata de detectare
a erorii intr-o etapa de testare. Desigur, modelul poate fi aplicat cu succes
numai In masura in care se pot estima bine datele de intrare.

¢ Model pentru eliminarea erorilor. Acest model presupune ca ela-
borarea produsului soft incepe cu o prima versiune ce contine un numar de
erori iar procesul de punere la punct a programului continua cu o alta etapa
de testari, revizuiri sau verificari prin care se detecteaza si elimina din erorile
initiale.

Datele de intrare ale modelului sunt: M P=numarul de probleme majore
inregistrate pe parcursul revizuirilor sau verificarilor; PT M= numarul de
erori descoperite pe parcursul testarilor (MP > PTM).

Notand
_ MP
=P
parametri de iesire ai modelului sunt
TD 21
rD=mpt—  Q,=~2 CRE=E"
p—1 2 p?

unde T'D=o0 masura a erorilor totale ce se pot ivi de-alungul duratei de viata
a softului (timpul de cand incepe proiectarea pana cand el este scos din uz!).
()2 = numarul de erori ce rdiméan dupa a cea de-a doua etapd de revizuiri si
testari, iar C RE'= o misura a eficientei cumulate a eliminarii erorilor in cele
doua etape.

Modelul este recomandabil s& fie utilizat cu precautie rezultatele sale

putand constitui numai un mod de evaluare preliminar al calitatii produsului
soft.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



142 Cap.6

6.4 Introducere formalid a metricilor de software

Metricile de complexitate introduse in sectiunile anterioare au o justificare
formala [9]. Vom prezenta aici pe scurt argumentele care conduc la definirea
metricilor de complexitate.

Masuratorile se definesc in mod obignuit ca fiind atribuirea de valori nu-
merice unor obiecte astfel incat acestea sa reprezinte aceste obiecte in lumina
unor proprietafi sau atribute. Pentru a introduce masuri in software trebuie
sa luam in considerare trei clase de atribute specifice i anume: procesele,
produsele si resursele. Procesele sunt activitdti care au o dimensiune tem-
porara, adici se realizeaza in timp. O clasd de procese poate fi de exemplu
construirea documentatiei de specificare a produsului soft. Produsele sunt
obiectele ce se realizeazd prin procese; de exemplu documentatiile produse
pe parcursul ciclului de realizare a produsului soft. Resursele sunt elementele
care intrd in procese, ca de exemplu personalul de specialitate (indivizi sau
echipe), materialele (inclusiv spatiile pentru birouri i mobilierul acesora) si
instrumentele de lucru (componente soft sau hard gi metodele utilizate).

Pentru a vorbi de metrici ale caror valori sa exprime calitatea in exploatare
a softului, ar trebui s& ne limitdm la produse, mai precis la clase de atribute
ale produselor soft, care pot fi interne sau externe produsului respectiv. Daca
atributele interne sunt ugor de inteles, in cazul unui produs soft, atributele
externe depind de anumite entitati specifice ca: fiabilitatea programelor sursa
raportata la calculatorul pe care acestea sunt rulate si la modul particular
in care sunt elaborate specificatiile; gradul de in{elegere a documentatiei
de specificare de catre utilizatori si modul si posibilitatea de inlrelinere a
programului pe parcursul exploatarii acestuia (adica mentenabilitatea).

Desigur. atributele interne se refera la marimea programului, la functio-
nalitatea sa. la structura sa modulara. la corectitudinea logica si sintactica a
programului, etc.

Indiferent ce atribute ale produselor vom lua in considerare cand vrem sa
intoducem o metrica de soft, suntem de regula fortati sa folosim masuratori
ale proceselor care pot aproxima masuri ale atributelor produselor.

Pe de altd parte trebuie si avem in vedere c& atribute externe ca fiabil-
itatea si mentenabilitatea se definesc si determind in functie de atribute in-
terne care le influenteaza in mod pregnant. In definirea metricilor de software
(care sa exprime fidel calitatea) trebuie si facem si o ordonare a influentei

atributelor interne asupra atributelor externe. De exemplu, dacd am sti care
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din atributele interne (modularitate, complexitatea structurald sau marimea)
au mal mare influentd asupra mentenabilitatii, atunci am sti care din aceste
resurse ar trebui marite pentru a prezice o calitate mai buna in exploatare a
produsului.

Din cele precizate pana aici rezultda ca pentru a introduce metrici sau
mdsuri ale softului trebuie sa utilizim modele adecvate pentru fiecare din
tipurile de atribute , procese, produse si resurse utilizate. Va trebui sa con-
struim modele formale ne ambigue care s3 permita construirea unor astfel de
metrici.

4.5.1. O teorie a masurdtorilor si misuri pentru software.

Vom porni de la o teorie matematicd a reprezentdrii masuratorilor. Pen-
tru aceasta presupunem ci se di o multime precizata de entitati gi un atribut
bine precizat. Demersul pentru creiarea unei teorii formale a masuratorilor
trebuie sa realizeze urmatoarele:

- sa introducd axiome care corespunda intelegerii intuitive gi reprezentarilor
intuitive despre atribut;

- sa fie satisfacutd o teoremd de reprezentare care si arate ca atributul
poate fi reprezentat intr-un sistem numeric printr-o transformare care sa
conserve axiomele;

- sa satisfaca o teoremd de unicitate care sa precizeze ca oricare ar fi doua
functii definite pe multimea de entitati cu valori in sistemul de numere ele
reprezinta in mod fidel atributul considerat.

Sistemul de numere sau sistemul numeric la care ne-am referit poate fi
orice sistem ce rezulta din masuratori (cantariri, numarari, etc).

Sa precizam mai intai cateva formalisme privind teoria reprezentarii.

Presupunem ca se da o cloasa de obiecte (7 si ca s-a identificat un atribut
() pe care il poate avea orice obiect din clasa C. In plus, presupunem ca @
induce o multime R de relatii R,. R,..... R, pe C. Cu alte cuvinte. cand la
niste obiecte am observat () aceste obiecte sunt in relatiile R;.

Sa consideram acum perechea ordonata £ = (C,R).

Pentru a dedfini o masurd a unui atribut avem nevoie de o aplicatie
pe multimea de obiecte care poseda atributul cu valori intr-un "sistem de
numere” de exemplu multimea numerelor reale R. Mai general, avem nevoie
de un sistem de relatii numerice care constd dintr-o multime impreuna cu

una sau mal multe relatii pe acea multime. S& notdm cu N acea multime
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N C R. si fie
P=(P,P,....P) (6.19)

o multime de relatii definite pe N. Atunci sistemul de relatii numerice R este
perechea

N =(N,P). (6.19)

Pentru a avea o masurd M a unui atribut, avem nevoie sa identificam un sis-
tem de relatii numerice N' = (N, P) ale cirui relatii P ”corespund” relatiilor
empirice R prin aplicatia M : C — N.

Deci M aplici obiecte din C in elemente din N si de asemenea aplica
relatii din R in nrelatiile coresounzitoare din P. Aceastd aplicatie M trebuie
sa asigure ci toate relatiile empirice sunt conservate in sistemul de relatii
numerice. Trebuie deci ca M si reprezinte un homomorfism. Pentru a defini
formal o masura consideram deci C multimea obiectelor, fiecare continand
atributul @ astfel incat

Re= (Rl, R2, ceny 1?,,,) (620)

este multimea relatiilor din C definite de @ si

P =(P,P,,...,P,) (6.20')
este o multime de relatii in sistemul relational numeric R. Spunem ca

M :(C,R)— (N,P) (6.21)

unde M : L +— N, este o mdsurd pentru Q daca M este o functie de la (7 la
N astfel incat

M(R;) = P
s
R(xy.x9,...,2x) daca si numai daca P;(M(xy), M(22)..... M(xy)).

Ultima conditie este condifia de reprezentare. Cand aceasta conditie este
indeplinitd, atunci atributul in cauza este complet caracterizat.

Conditia de reprezentare cere ca masura si stabileascd o corespondenta
intre obiectele din C' (sau mai precis dintre elementele unui model al lui C) si
numere in aga fel incit relatiile induse de @) pe C si implice si sa fie implicate

de relatiile dintre imaginile lor in multimea de numere.
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Avand un homomorfism (numit de asemenea reprezentare), tripletul (£, N', M)
este numit scald. Cand £ si N sunt subintelese din context, ne vom referi la
M ca fiind o scala.

Prima problema importanta in teoria masuratorii este problema reprezen-
tdrii. Fiind dat un sistem relational observat £ gi un sistem numeric relational
"potrivit” N, si se géseasca conditii necesare gi suficiente pentru existenta
unui homomorfism de la £ la N. Aceste conditii sunt numite aziome de
reprezentare si teorema care stabileste suficienta lor se numeste teoremd de
reprezentare.

Cea de-a doua problema a teoriei masuratorii este problema unicitatis.
Homomorfismul dat de conditia de reprezentare nu este in general unic. Daca
de exemplu am vrea s3 definim o teorie a masuratorii indltimii unor oameni si
M ar fi indltimea, atunci aceasta ar putea fi considerata in centimetri, metri,
etc., in functie de scala de masurdtori aleasa.In fapt, dacd M este o masura a
inaltimii, atunci si aM este o masura a inal{imii, oricare ar fi @,0 < a < oo.
Spunem " in acest caz cid aM este o re-scalare a lui M. Care re-scalare
este permisa, acest fapt depinde de proprietitile sistemului relational (C,R)
§i acea re-scalare (caracterizatd de teorema de unicitate) determina ce fel
de scald este M. O teorema de unicitate impune limitari asupra operatiilor
matematice ce se pot efectua cu valorile masurate, adica cu imaginile lui M in
N. De regula se pot efectua operatii ca adunarea, calcule cu medii, calculul
logaritmului numerelor reale, iar problema principald este daca rezultatele
acestor operatii dau informatii semnificative asupra obiectelor ce se masoara.

eScale regulate si semnificatie. Teoria tipurilor de scale si semnificatia
operatiilor precizeaza un mecanism cu care putem rationa si interpreta anu-
mite asertiuni asupra sensului masuratorilor pe care le efectuam.

Sa consideram de exemplu urmatoarele asertiuni referitoare la aprecierea
programelor:

I.- Numarul de erori detectate la testarea programului X a fost de cel
putin 100.

2. Costul delimitarii si eliminarii fiecarei erori din programul X este de
cel putin 100.

3. Detectarea unei erori semantice necesita un timp de doua ori mai mare
ca detectarea unei erori sintactice,

4. O eroare semanticd este de doud ori mai complexi decat o eroare
sintactica.
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Pornind de la un nivel pur intuitiv, asertiunea 1 pare a avea sens, in timp
ce de-a doua nu, deoarece numarul de erori poate fi specificat fara a avea
in vedere o scald pe cand costul eliminarii unei erori presupune obligatoriu
o scald de valori. Asertiunea 3 pare sa aiba sens (chiar daca gandindu-ne
bine poate sd nu fie adevaratd) in timp ce asertiunea 4 nu are sens deoarece
timpul necesar eliminarii unei erori este acelasi indiferent de scala de valori
utilizata (adica dacd eliminarea unei erori semantice necesita de doua ori mai
multe minute decat eliminarea uneia sintactice, ea va necesita tot de doua
ori mai multe ore, secunde sau zile etc). Deci raportul ”complexititii” (care
oricum este ambiguu in asertiunea 4) nu este in mod necesar acelas.

Teoria masuratorii ne permite sa determindm semnificafia unor asertiuni
de tipul celor de mai sus. Aceastd determinare se bazeaza pe unicitatea
homomorfismelor care satisfac conditia de reprezentare. Am vazut ca este
posibil s existe mai mult de un homomorfism de la un sistem relational
empiric £ la un sistem relational numeric A. Ceeace dorim s& determinam
este modalitatea de a transforma un homomorfism acceptabil intr-un alt
homomorfism acceptabil. O astfel de informatie ne va spune de exemplu
cand o asertiune de tipul 3 de mai sus este semnificativa.

Pentru a simplifica discutia pe aceastd tema, ne vom restrange la sis-
temele relationale numerice a ciror multime de baza este R. In acest caz
scala (£, N, M) se numeste scald numericd.

Este necesar acum sa introducem notiunea de transformare admisibila.
Sa consideram de exemplu masurarea (in sens obignuit) a corpurilor fizice.
Fiind data o modalitate de masuratoare numerica M. adica o aplicatie ce
satisface conditia de reprezentare pentru toate relatiile de lungime, este usor
de vazut ca orice multiplu scalar M al lui M satisface de asemenea conditia
de reprezentare (dacd a > 0.) Transformarea ® carc aplica pe M in oM
este numita admisibila deoarece prin transformarea masuratorii numerice,
inca se conserva conditia de reprezentare. Suntem deci in masura sa dam
urmatoarele definitii:

Definitia 6.1.Consideram M : L — N este un homomorfism unde £ =
(C,R). Presupuunem cd ® este o functie care aplici domeniul lui M adicd
mulfimea

M(C)={M(c):ce C} (6.22)

in mulfimea N. Atunci compunerea oM este o functie de la C' la N. Dacad

®oM este un homomorfism de la £ la N, vom numi ® o transformare ad-
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misibila de scala.

Definitia 6. 2.Dacd (L, N, M) este o scald astfel incal pentru orice altd
scald (L, N, M") existd o transformare ® : M(C) — N pentru care M’ =
doM, atunci scala (L, N, M) este numild regulata. Dacd orice homomorfism
M dela L la N este regulat, vom numi reprezentarea £ — N regulata.

Deci, o reprezentare £ — N este regulatd daca fiind date doua scale M
si M', fiecare poate fi aplicata in cealaltd printr-o transformare admisibila.
Cele mai multe scale intalnite in metricile de software sunt regulate. Pentru
reprezentarile regulate avern urmatoarea definitie a semnificatiei.

Definitia 6. 3.0 asertiune referitoare la scale numerice este semnifica-
tivd dacd este invariantd la toate transformadrile admisibile.

Daci o reprezentare £ — N este regulats, adica toate scalele (£, N, M)
sunt regulate, atunci clasa transformdrilor admisibile defineste cum o scala
este unica gi astfel de transformari admisibile pot fi utilizate la definirea
tipurilor de scale. Cele mai importante tipuri de scale sunt rezumate in
tabelul de mai jos.

Transformari admisibile Tipuri de scala | Exemple(interpretari) ]
M' = F(M) Nominal Etichete

(F este o aplicatie 1-1)

M' = F(M) Ordinal Preferintd, putere,tarie
(F-monoton cresciatoare) scoruri comparative,
M(z) > M(y) — M'(z) > M'(y) .| teste de inteligenta.

M =aM + 3. (a > 0) Interval Timp (calendar)

temperatura, greutate,
(cf. standarde), etc.

M =aM,(a>0 Raport Interval de timp,
lungime, temperaturd
(masuratori absolute).

M'=aM Absoluti | Numéritori |

Tabel. Scale de masuratori
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Astfel, de exemplu, daca o familie de transformari este inchisa pentru aplicatii
1 — 1, atunci tipul de sacld este nomonal; daci acea famile este inchisd fata de
inmultirea cu un scalar (cum este de ex. indlfimea) atunci scala este de tipul
raport. Acum putem decide care operatii pot fi realizate in mod semnificativ
asupra unor masuratori date.

Aspectele matematice ale teoriei masuratorilor sunt strans legate de teoreme
care stabilesc conditiile in care anume scale de masuritori directe sunt posibile
pentru anumite sisteme relationale numerice. Un exemplu tipic este acela al teore-
mei urmatoare, datorata lui Cantor, care da conditiile necesare si suficiente pemtru

masurastori ordinale intr-o clasi importanta de sisteme relationele pe o multime
numarabila.

Teorema 6.1. Presupunem cd C este o mulfime numdrabild si R este o relatie
binard pe C. Atunci ezistd o functie M cu valori reale definitd pe C care satisface
conditia

zRy — M(z) > M(y) (6.23)

dacd gi numai dacd (C, R) este o ordine slabd strictd. In plus, dacd existd un astfel
de M, atunci L = (C,R) = N = (R, >) este o reprezentare regulatd si (C,N', M)
este o scald ordinald.

Observatia 6.1. O ordine slabd strictd R pe C este asimetricd (tRy
—~(yRz)Vz,y € C) si negativ- tranzitivi (zRy+— zRz sau 2zRy,Vz,y,z€C).

Acest rezultat abstract are importante ramificatii in studiul mdsurilor de com-
plezitate a programelor. Au fost ficute multe incerciri de a se gasi o singura functie
cu valori reale care si caracterizeze complexitatea programelor. Una din masurile
de complexitate utilizate este asa cum am vazut numdrul ciclomatic al lui McCabe.
Programele formeazi o clasi de obiecte C si astfel functiile decomplexitate definite
sunt masuri (ordinale) ale “complexitatii™ dacd si numai dacd relatia R: "r este
mai complex decat y” este o ordine slabi strictd. Se pare cd nu exista o notiune
de complexitate generali cu aceastd proprietate deoarece tranzitivitatea negativa
nu are de reguld loc. De ex. in Fig.6.1 pare plauzibil cd =Ry dar nici xRz nici
xRy nu au loc.

Totusi dacd am presupune ci complexitatea ciclomatoica M ar fi o masura de
complexitate valabild, atunci deoarece M (r) = 3, si M(y) = 2, ar trebui ca z Rz,
adicd z este mai "complex” decét z. Dar nu este clar ci z este mai ”complex”; deci
din acest punct de vedere nu putem afirma ci M este o "m#sura de complexitate”.

Teorema precedentd care di o legitimitate a masurilor de complexitate, ea
poate fi la fel utilizatd pentru a construi scale ordinale de masura pentru com-
plexitatea atributelor (ca de exemplu ciile de control a fluxului in programe struc-

turate) care conduc in mod rezonabil la o ordine slab3 strictd. Este insa necesar
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sa stabilim mai intdi o ordine a documentelor, deoarece atunci masura ordinala
rezulta in mod natural.

Una din cele mai puternice aplicatii ale teoriei tipurilor de scala si semnificatiei
este de a determina care tipuri de operatii sau analize statistice pot fi aplicate unor
tipuri particulare de masuri.

RN

NS S
7NN\
\ S |

Fig.6.1.

Ne von opri la cea mai simpla prelucrare statistici ce se poate face cu niste
masuratori date si anume calculul unei medii. Presupunem cia M este o misuri si
cd X = (.00, .2,)81Y = (Y1, Y2, ... Ym ) sunt doui seturi de masuritori pentru
care cunoastem M (x;) si M(y;). Vrem sia determinam dacia masura medie a lui
X este mai mare decit misura medie a lui ¥. Mai precis vrem si vedem daci
asertiunea

"media lui M(z;) este mai mare decat media lui M(y;)”
este semnificativa, sau cu alte cuvinte (considerand ca medie pe cea aritmeticd)
vrem ca asertiunea

1 n l m
— T > — : 6.24
n; m;% ( )

este semnificativa. Pentru a fi semnificativi ar trebui ca pentru orice transformare
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admisibila ®, relatia (1) sd aiba loc daca si numai daca

n

% Z((ﬁoM)r,- > % i(@oM)yj. (6.25)

i=1 1=1

Este usor de vazut ca dacid ® este o transformare de tipul ®(z) = az,a > 0 sau
chiar de tipul ®(z) = az+ 8, @ > 0, atunci relatia (1) este adevaratd dacd si numai
dacd relatia (2) este adeviratd. Deci relatia (1) este semnificativa dacd M este
fie o scald de tip raport fie o scalid de tip interval. Pentru a constata acest lucru
sd presupunem ci avem o scald de complexitate ordinald a softului care cuprinde
clasele urmitoare de complexitate

Triviala 11
Simpla 2| 2
Moderata 313
Complexa 4| 4
Foarte complexad | 5 | 10

Ultimele coloane reprezinta valorile a doui scale M; si M, respectiv. Exsistd o
transformare monotond a lui M; in My, anume {1 — 1,2+ 2,3+ 3,4 4,5~
10}. Acum s presupunem cd avem produsele software Sy, S, Si, S5 pentru care
M,S1) = 3, Mi(S2) = 4, M(S]) = 1, M2(S5) = 5. Am spera sa putem spune care
din cele doud multimi de programe {.Sy, S2} {S}, S5} are cea mai mare complexitate
medie: totusi aceasta nu este semnificativa deoarece

1 1 7 " .
3.5 = EU”]('"I) + My (S2)) > 5("\’11(51) + M, (53)) =3

in timp ce
1 1 .
3.5= —2‘('\42(51) + My(S3)) < 5(1”2(?1’) + A/[z(.Sé)) = 5.5.

Deoarece ultima relatie derivd din prima primtr-o transformare admisibild a lui
M, cea de-a doua nu este amisibild cici inegalitatea nu se mentine in cea de-a
doua relatie.

Dar nu este totul pierdut din cauzd ci existd o misurd de "medie” care este
semnificativd la o scald ordinald de masuri. Aceasta este valoarea mediand adica

valoarea de la mijloc din sirul valorilor ordonate.
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Sa mai observim ca pentru o scald nominald de masura, mediana nu este nici
ea o masurd medie semnificativd, dar modul (cea mai frecventd valoare din sirul
de date) este semnificativa.

4.5.2 Abordarea structurilor interne ale programelor.

Asa cum am vizut, metodele de abordare in ingineria programelor au la baza
reguli, tehnici si instrumente de producere a softului care se bazeaza pe structura
ierarhicd a programelor. Trebuie s3 se tind seama atat de structura internd cat si
de cea ezternd.

Este important si vedem cum se pot defini masuri ale atributelor interne ale
programelor. Ne vom referi la m&sura unui atribut important de proiectare si
anume cuplarea.

Sa consideram atribute ale produsului soft pentru care modulele existd sau
sunt aparente.Exemple de acest tip sunt programele surs3 si poate mai importante
documentatiile de proiectare in care se descriu modulele sistemului si interrelatiile
dintre ele. Deoarece un document de proiectare sau de specificare ce descrie un-
sistem software este disponibil inainte de implmentare (asa cum prevad aproape
toate metodologiile moderne de proiectare!), orice masuri a atributelor importante
ale acestor documente poate furniza informatii utile despre sistem chiar inainte de
dezvoltarea acestuia. Vom presupune ci produsele pe care le analizim sunt docu-
mente de proiectare care detaliazi interrelatiile dintre module.

Cuplarea poate fi definitd ca o misurd a gradului de interdependentd din-
tre module. Definitia este ambigud deoarece este neclar daci cuplarea este un
atribut global de proiectare or un atribut al fiecirei perechi de module. Vom stu-
dia cuplarea intre perechi de module, intrucat cuplarea globald trebuie si derive
din prima. Definitia cuplirii dati mai sus mai are un neajuns: desi este numita
“masura” nu precizeaza o caracterizare numerica a atributului de cuplare. Acest
lucru pare ciudat deoarece empiric se pare ca exista relatii bine stabilite care ar
indica faptul ¢i existd cel putin o scald ordinald de misuritori. Vom preciza mai
intai cateva relatii binare care existd pentru o pereche de module z.y si anume:

R5 : (r.y) € Rs daca z se referd la interiorul lui y, adicid daci el (z) intrda
in. schimba date sau altrereazi o instructiune din y. S& numim tipul de cuplare
caracterizal de Ry cularea confinutului.

Ry : (z.y) € Ry dacd 7 si y se referd la aceleasi date globale. Acest tip
de cuplare Ry se va numi cuplarc comund. Acest tip de cuplare nu este bun
deoarece daca formatul datelor globale trebuie modificat vor trebui modificate
toate modulele in relatie de cuplare comuni.

R3 : (z,y) € R3 dacd r transferd un parametru lui y cu intentia de a-i controla
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comportarea, adica parametrul este un semnal. Acest tip de cuplare se numeste
cuplare controlatd.

Ry : (z,y) € Ry dacd z si y acceptd acelas tip de inregistrare ca parametru.
Acest tip de cuplare R; s-ar putea numi cuplare ”gtampilati” sau mai bine etichetatd.
O astfel de cuplare introduce o interdependenta intre module care altfel nu ar avea
nicio legatura.

R, : (z,y) € R, daci z si y comunic3 prin parametri, fiecare fiind ori elemente
de date singulare ori seturi de date omogene care nu incorporeaza niciun element
de control. Tipul de cupalre R; va fi numit cuplare prin date si el este necesar
pentru orice comunicare intre module.

R : (z,y) € Ry daci z si y nu comunici intre ele, adici sunt total indepen-
dente. Acest tip de cuplare va fi numit ne-cuplare.

Cu aceasta clasificare a tipurilor de cuplare, putem imagina o ordine empirica a
acestor tipuri ca in Fig.6.2 unde ordinea crescitoare a cuplarii merge de sus in jos.

In acest moment avem nevoie de un model precis de studiere a cupldrii. Modelul
pe care il alegem este acela al unui multigraf orientat gi etichetat adica al unui graf
orientat si etichetat care poate avea mai multe arce (orientate!) intre doud noduri.
Eticheta fiecarui arc este o pereche ordonatd in care prima componentd reprezinta
tipul de cuplare (mentionat in Fig.6.2) si cea de-a doua componenta reprezintd
numarul de cuplari de acel tip care apar intre noduri (in sens direct!).

5. Cuplarea continutului | rau
4. Cuplarea comuna

3.  Cuplarea controlata

2. Cuplarea etichetatd l
1. Cuplare prin date bine
0. Ne-cuplare

Fig.6.2.Tipuri de cuplare

In Fig. 6. 3 avem o parte a unui model de graf de cuplare. Acest graf reprezinta
patru module unde:

- modulele M, si M, folosesc doud tipuri diferite de inregistriri;
- modulul M; transmite modulului M3 un parametru care actioneaza ca o

etichetd in Ms;
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- modulul M, trimite o ramificare spre My si de asemenea transmite doi
parametri ce actioneaza ca o eticheta in M.

(2,2)
M1 -~ _ - M2
(2,2)
(3,1) (6,1 [(3,2)
A 4 \ 2 J
M3 " M4

Fig.6.3. Graf de cuplare.Exemplu.

Consideram relatia ” < ” definitd pentru perechi de module; pentru perechile
de module (z,y), (2, y') relatia este

(z,y) < (2, y') (6.26)

cand existd un nivel de cuplare mai tare pentru (z’,y’) decat intre (z,y). Aceasta
relatie are proprietatea ca daca (x,,y;) este o pereche de module in R; pentru
1 =0.1,....5. atunci

(0. yo) < (x1.91) < (T2.y2) < (23,Y3) < (T4.y4) < (T5,Y5)

adica orice pereche de module cuplate dupa continut are un nivel de cuplare decat
orice pereche cuplata in comun, etc.

Cea mai simpla masurad a unei perechi de cuplari care conserva relatiile mentionate
va fi o transformare de forma

M(z,y)=1, 0<i<5 (6.27)
adica masura cuplarii pentru module care sunt ne-cuplate este 0, pentru module

cuplate prin date este 1, etc,..., pentru cele cuplate dupa continut este 5.
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O problema ce apare frecvent intr-o asemenea abordare este ca noi nu putem
sa tinem cont de diferitele tipuri de cupliri care se pot ivi din cele sase clase
identificate. De exemplu intuitiv se pare ci dacd (z,y) si (z’,y’) sunt ambele
perechi de module cuplate dupa continut, adica sunt in Rjs si dacd z se referd o
singurd dati la ceva interior lui y iar z’ se referd de mai multe ori la ceva din ¥/,
atunci nivelul de cuplare dintre (z’,y’) este mai puternic decat cel dintre (z,y),
adica

(z,9) < (=9

Pentru a implementa o astfel de masura avem nevoie sa numaram interconex-
iunile de fiecare tip dintre perechi de module. Aceasta ne va permite sa stabilim
masuri pentru fiecare tip de cuplare, de exemplu volumul de cupliri dupa continut
ar putea fi sapte interconexiuni; dar acest mod de a numira nu sugereaza usor ca
ar putea fi vorba de o singura masura de cuplare intre module.

Daci dorim s3 avem o singurd m3surd a cuplirii dintre modulele z,y care sa

conserve toate relatiile identificate pan3d acum, atunci aceasta ar fi urmatoarea
masura de scala ordinala:
n

n+1

M(z,y)=1i+ (6.28)
unde ¢ este misura de cuplare cea mai mare de tipul de mai sus (adica ¢« = 3 daca
T si y sunt cuplate prin control i n este num&rul de interconexiuni dintre z si y).

Dupa ce am stabilit citeva misuri rezonabile din punct de vedere intuitiv, care
misoara cuplarea intre perechi de module, si ne indreptim atentia catre studiul
cupldrii globale care poate fi privita si ca notiunea de conectivitate a diagramei sau
schemei de structurd a unui program. Din nou vom porni de la relatiile empirice
existente pentru acest atribut. O Astfel de relatie poate fi exprimata intuitiv prin
urmatoarea axioma a cuplarii:

Aziona 1. Dacd D si D' sunt doud diagrame modulare de structurd astfel
incat diferenfa dintre ¢lc constd in faptul ca D' con{ine in plus faia de D un arc
de conexiune, atunci D' are o cuplare mai mare decat D.

Daci dorim sa definim o mSurd care sia conserve accasta axioma, atunci ar
trebui sd insumam pentru toate perechile de module din diagrama de structura
masurile cuplarii definite mai sus. O atare definitie s-ar reduce la ceva separat care
exprimd mai degrabi ”volumul” programului. Se pare ci cuplarea globala este mai

bine caracterizatd ca o "medie” a cuplarii perechilor, care ar putea fi exprimata
de urmatoarea axioma.

Azioma 2. Presupunem cd S este un sistem care constd din modulele D, st

D,. Dacd S este extins la S' prin addugarea unui modul D3 §i dacd cuplarea lui
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Dy, D3 este egald cu cuplarea inifiald a lui Dy. Dy alunci cuplarea globald a lur S
este egald cu cea a lui S’.

S& observim cd "media” creste daci se adaugd exact un arc (ca in axioma 1)
dar nu creste in mod necesar daca dacd un alt modul cu noi interconexiuni este
adaugat. In fapt cuplarea glogald poate chiar si scad3 in acest caz.

In acest exemplu controlul cuplirii intre doua module este "redus” la cuplarea
de date prin introducerea unui nou modul cu doud noi arce. Exista doud modalitati
de a judeca cum se reduce cuplarea:

1. deoarece controlul total al cuplirii este acum zero si controlul cuplarii
”domina” cuplarea datelor.

2. deoarece cuplarea "medie” intre module sa reduce.

Cea de-a doua modalitate pare a fi mai adecvati dar si aici este o problem3.
Am vazut ca nu putem ajunge mai bine decit la o scald ordinald pentru notiunea
generald de cuplare §i am observat mai sus c3 nu existd o notiune semnificativd
de medie in sensul mediei aritmetice pentru o asemenea misurd. Totusi existd o
notiune semnificativd de medie dacd o ludm drept mediana valorilor.

In acest fel putem defini intuitiv o misurd rezonabild globali de cuplare, ca
nivel mediu pentru sistem adica:

Cuplarea globald a unui sistem S constind din modulele { D, D, ..., D,} este
datd de valoarea mediand a multimii {M(D;,D;) : 1 < i < j < n} unde M este
mdsura cupldrii unei perechi definitd mai sus.

Problema cuplarii este de considerat deoarece s-a constatat practic ci pro-
gramele care contin multe erori in interfefele lor. au un numire de erori ce depinde
de mdrimea cuplirilor. Ideile traditionale privind misurarea cuplirii se bazeaza
pe urmatoarele masuri care se refera mai degraba la modulele individuale decat la
perechi:

- numdrul maxim de interconexiuni per modul:

- numarul mediu de interconexiuni per modul:

- Numarul total de interconexiuni per modul:

- numarul de module care acceseazi interconexiuni de control;

- numarul de structuri de date interconectate la nivelul modulului de cel mai
inalt nivel (modulul principal!).

Pe baza acestor misuri de cuplare s-a formulat ipoteza:

Programele cu valoarea cupldrii mare con{in mai multe erori dacdt cele cu
valoarea cupldrii micd.
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Ca ipoteza sa fie satisfacuta ar trebui ca masurile de cuplare bazate pe numara-
tori enumerete anterior sd se coreleze puternic (din punct de vedere statistic) cu
numarul de erori. Ori acest lucru nu se intampla.

Folosind mdsura cupldrii bazatd pe perechi de module in [10] se sugereazd o
ipoteza interesanta, mult mai realista.

Programele cu aceeagi lungime gi aceleasi nivele de functionalitate dar cu valori
ale mdsurii de cuplare mai mari contin mai multe erori.
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